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Avant-Propos

Ce document reprend les travaux de recherche que j’ai menés depuis ma thèse de doctorat. Les
trois premiers chapitres en constituent une partie majeure, consacrée à un axe thématique dominant
où je me suis interessée aux grands réseaux stochastiques d’un point de vue modélisation stochastique
et analyse en temps long avec une approche champ-moyen. La motivation première de ces travaux
de recherche est celle des systèmes de partage de véhicules, mon premier article sur le sujet date
de 2012. Mes travaux sur le sujet forment un ensemble homogène dont une synthèse est présentée
ici. J’ai tenu à valoriser la motivation de ces travaux car ils viennent répondre à des questions
pratiques de dimensionnement de réseaux de partage de véhicules, d’analyse de performance ou
de régulation du système. Un grand travail de modélisation résulte d’un échange fructueux avec
l’opérateur Communauto à Montréal, mais aussi à Paris. Souvent des analyses de données ont guidé
le choix des modèles proposés. Les techniques utilisées sont probabilistes relevant principalement de
limite champ-moyen et de la théorie des files d’attente. D’autres outils tels que les techniques de
renormalisation (limites fluides), couplage ou averaging stochastique ont servi à prouver des résultats
de comportement en temps long de grands systèmes en interaction. Parmi les modèles présentés, je
me suis attardée sur trois. D’abord le modèle homogène sans réservation (type Vélib’), qui me sert de
modèle jouet pour illustrer l’approche champ-moyen ainsi que la mesure de performance du système.
Le deuxième est le modèle de la double réservation (type Autolib’) présentant des interactions fortes
que l’approximation champ-moyen gomme, comme c’est le cas pour le célèbre modèle de Gibbens,
Hunt et Kelly. Et enfin, le modèle de free-floating, les systèmes d’autopartage sans stations physiques,
qui présente un principe d’averaging stochastique, une complication supplémentaire pour l’approche
champ-moyen, avec une transition de phase et une analyse de performance toute à fait inattendue.

La deuxième partie, plus modeste et plus récente, comporte un chapitre, le dernier. C’est un
retour vers des structures discrètes que j’ai eu l’occasion de découvrir lors de ma thèse ou encore mon
séjour postdoctoral telles que les arbres aléatoires, les marches aléatoires ou encore les urnes. Il s’agit
de l’arbre exponentiellement préférentiel, un arbre aléatoire où l’insertion d’un nouvel élément obéit à
une règle de poids exponentiel. Malgré la définition simple de cette règle d’affinité, le comportement
d’un tel arbre à grande taille s’avère riche. On obtient trois régimes, dont celui critique correspond à
l’arbre récursif uniforme, bien connu. Pour chaque régime, trois phases apparaissent avec différents
comportements : un Théorème Central Limit, des oscillations ou convergence. Les outils utilisés sont
combinatoires ainsi que des techniques d’approximation de Poisson.

J’ai tenu à ce que ce mémoire soit aussi peu technique que possible, mettant l’accent sur les
heuristiques plutôt que les preuves détaillées dans les articles listés (voir ma liste des publications à la
fin de ce mémoire ou encore sur ma page web https://mohamed.perso.math.cnrs.fr/). À la fin
de chaque chapitre, j’ai essayé d’aborder des questions ou pistes ouvertes, souvent des travaux en
cours à différents niveaux d’avancement.
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Chapitre 1

Modélisation probabiliste d’un système
de vélopartage

Collaborations avec Julien Ancel, Plinio S. Dester, Christine Fricker et Nicolas Gast.

1.1 Motivation

Les systèmes de vélopartage (ou systèmes de vélos en libre-service) sont de plus en plus importants
pour le transport urbain. Ils sont principalement utilisés pour les trajets courts. Historiquement, le
premier système de vélopartage a été lancé à Copenhague en 1995. Mais le premier grand système à
être déployé est celui de la ville de Paris, Vélib’, lancé en juillet 2007 à grande échelle (environ 20 000
vélos et 1 500 stations). Depuis, des systèmes de vélopartage ont vu le jour dans les grandes villes du
monde. Actuellement, plus de 400 villes sont équipées de tels systèmes. La popularité de ces systèmes
de vélos en libre-service est à l’origine d’une activité de recherche récente qui vient répondre à des
problématiques applicatives réelles.
Le concept d’un système de vélopartage est simple : un usager arrive à une station, prend un vélo,
l’utilise pendant un certain temps et le rend ensuite à une autre station. Le manque de ressources est
l’un des principaux problèmes. Il se produit lorsqu’un usager arrive à une station où il n’y a pas de
vélo disponible, ou lorsqu’à la fin de son trajet, il arrive à une station où il n’y a pas de place libre
et donc ne peut pas rendre son vélo. L’allocation des ressources, vélos et places libres, est un enjeu
majeur pour l’opérateur afin d’offrir une alternative fiable aux autres modes de transport.
Un tel système doit répondre à la fois à la demande de vélos et de places libres. Cette demande est
complexe, en temps (l’heure de la journée, le jour de la semaine, de la saison et de la météo) avec une
pseudo-périodicité sur 24 h, mais aussi en espace (zones d’habitation ou de travail, gares, stations en
altitude . . . ). De plus, le système est stochastique en raison de l’aléa des arrivées aux stations, des
couples origine-destination et de la longueur des trajets. Le manque de ressources génère également
des choix aléatoires de la part des usagers qui doivent chercher une autre station.
L’approche classique pour étudier ces systèmes a été longtemps axée sur la recherche opérationnelle.
Le rééquilibrage du système, c’est-à-dire redistribuer les vélos sur les stations, à travers la régulation
par camions ou autres est l’une des questions importantes dressées. Cette approche ne tient pas
compte de l’aléa dans le fonctionnement de tels systèmes. Quelques articles traitent de la stochasticité
des systèmes de vélopartage, ou plus généralement des systèmes de partage de véhicules (voir [FL96],
[GB02], [GX11], [FG16] et [FGM12] . . . ) avec l’objectif d’obtenir un comportement asymptotique
simplifié lorsque le système devient grand. Cette approximation est valable car ces systèmes sont de
grande taille et peut établir des propriétés qualitatives et quantitatives du système. Elle permet aussi
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d’aborder la problématique de la régulation du système en étudiant l’impact de différentes politiques
incitatives et de proposer des scénarios à mettre en place par l’opérateur.
Mathématiquement, les systèmes de vélopartage ont d’abord été modélisés en tant que grands réseaux
fermés, au sens des files d’attente, avec une capacité infinie, voir [GX10] et [FL96]. Il s’agissait
de considérer la mesure invariante de l’état du système, explicite et de forme produit dans ce cas.
Des asymptotiques peuvent être obtenues via l’analyse complexe (méthode du point de selle), voir
[MV96], ou par des outils probabilistes, voir [FL96]. Ne tenant pas compte du fait que les stations
ont des capacités finies, ces travaux négligent donc l’effet de saturation. Dans [FT17], une politique
de blocage-reroutage, proposée par [EF98], permet de garder la forme produit de la mesure invariante.
Le comportement asymptotique quand la taille du réseau devient grande est obtenu en utilisant le
Théorème limite local. Néanmoins, dès que le modèle est modifié pour tenir compte d’une politique
incitative ou d’une recherche locale en cas de blocage, la forme produit n’est plus vraie, ou à minima
non connue. Ceci montre la fragilité de cette approche.
Une autre façon d’aborder le problème est de considérer la convergence de la mesure empirique,
le système dynamique limite et son point d’équilibre. Cette approche champ moyen s’avère assez
robuste, au fur et à mesure que des variantes du modèle de base sont étudiées pour tenir compte de
vrais aspects applicatifs.

1.2 Limite champ-moyen
Le but de cette section est d’exhiber, sur un cas plus simple celui d’un système de vélopartage

homogène, l’approche champ-moyen qui sera ensuite appliquée aux systèmes d’autopartage et faciliter
ainsi la compréhension des modèles et techniques qui seront présentés dans les chapitres suivants.

Un modèle homogène

Considérons M vélos qui se déplacent entre N stations. M est du même ordre que N de telle
façon que M/N tend vers une constate s quand N tend vers l’infini. Le ratio s est important pour
l’opérateur car il représente le nombre moyen de vélos par station. C’est un des leviers d’ajustement
permettant à l’opérateur d’agir sur les performances du système. Un grand ratio risque de saturer les
stations et donc l’usager ne trouve pas de place libre à destination, un ratio faible pose le problème
de l’absence de vélos disponibles dans les stations. Trouver le bon ratio s est ce qu’on appellera
résoudre le problème de dimensionnement. Les paramètres du modèle ne dépendent pas des stations.
Ainsi, toutes les stations ont une capacité finie c. Notons par λ le taux d’arrivée des usagers à une
station donnée (λ est aussi le taux de départ des vélos d’une station donnée) et par 1/µ la durée
moyenne de trajet entre deux stations données. Toutes les durées inter-arrivées et de trajet ont des
lois exponentielles et sont indépendantes entre elles.
On s’intéresse au processus

(
XN (t)

)
:=
(
XN
i (t), 1 6 i 6 N

)
où XN

i (t) est le nombre de vélos dans

la station i à l’instant t. Le processus de Markov
(
XN (t)

)
est irréductible sur l’espace d’états fini

suivant :

χ =
{
x = (xi) ∈ NN , ∀ 1 ≤ i ≤ N : xi 6 c ,

N∑
i=1

xi 6M

}
et donc admet une unique mesure invariante. Ses transitions n’affectent qu’une station à la fois. Pour
une station i donnée, les transitions possibles correspondent à deux évènements : le départ ou le
retour d’un vélo.

— Départ d’un vélo : à une station i et au taux λ, un vélo disponible est remplacé par une place
libre à un instant t. Ainsi XN

i (t) =
(
XN
i (t−)− 1

)
1(XN

i (t−)>0). Cet évènement a lieu si au
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moins un vélo est disponible dans la station i. Dans le cas contraire, la transition n’a pas lieu
et l’usager quitte le système.

— Retour d’un vélo : à la fin d’un trajet dont la durée est de loi exponentielle de paramètre µ,
l’usager arrive à une station donnée i, choisie uniformément au hasard, à un instant t. Si
une place est libre, le vélo est déposé à la station i. Une place libre se transforme alors en
vélo disponible et donc XN

i (t) =
(
XN
i (t−) + 1

)
1(XN

i (t−)<c). Dans le cas contraire, l’usager
commence un second trajet de même loi vers une station choisie au hasard parmi les N
stations. Et ainsi de suite jusqu’à arriver à déposer le vélo.

Équations d’évolution stochastiques

Les dynamiques du processus
(
XN (t)

)
peuvent être exprimées en terme d’intégrales stochastiques

par rapport à différents processus de Poisson. Introduisons les notations suivantes :
— Un processus de Poisson sur R+ d’intensité ξ est noté Nξ. Une suite i.i.d. de tels processus

est notée (Nξ,i, i ∈ N)
— un processus de Poisson marqué (tn, Un), où (tn, n ∈ N) est un processus de Poisson sur R+

d’intensité ξ et (Un, n ∈ N) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi uniforme sur
{1, . . . , N}, est noté NU,N

ξ . Ainsi, pour 1 ≤ i ≤ N , NU,N
ξ (., {i}) est un processus de Poisson

sur R+ d’intensité ξ/N .
Suivant ces notations, pour 1 ≤ i ≤ N , les départs des vélos de la station i sont modélisés par un

processus de Poisson Nλ,i sur R+ d’intensité λ. Rappelons qu’à l’instant t−, il y a M −
N∑
k=1

XN
k (t−)

vélos en circulation. Pour 1 ≤ j ≤M −
N∑
k=1

XN
k (t−), le dépôt du vélo j à l’instant t est donc modélisé

par un processus de Poisson marqué NU,N
µ,j . Le choix de la station destination, disons 1 ≤ i ≤ N ,

étant uniforme parmi les N stations, le retour du vélo j à la station i est modélisé par un saut du
processus de Poisson NU,N

µ,j (., {i}) d’intensité µ/N .
Ainsi, pour 1 ≤ i ≤ N , l’équation différentielle stochastique régissant XN

i (t) s’écrit

dXN
i (t) = −1{XN

i (t−)>0}Nλ,i(dt) +
+∞∑
j=1

1{XN
i (t−)<c}1{j6M−∑N

k=1 X
N
k

(t−)}N
U,N
µ,j (dt, {i}).

En intégrant et en compensant les différents processus de Poisson, on obtient que

XN
i (t) = XN

i (0)− λ
∫ t

0
1{XN

i (s)>0}ds+ µ

N

∫ t

0

+∞∑
j=1

1{XN
i (s)<c}1{j6M−∑N

k=1 X
N
k

(s)}ds+MN
i (t)

(1.1)

où le terme martingale (MN
i (t)) est explicite.

Convergence Champ-moyen

Considérons le processus de mesure empirique sous sa forme "fonctionnelle"
(
ΛN (t)(f)

)
t
avec

ΛN (t)(f) = 1
N

N∑
i=1

f(XN
i (t))
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où f est une fonction à support fini dans N. Partant de l’équation (1.1), on obtient que

df(XN
i (t)) = (f(XN

i (t−)− 1)− f(XN
i (t−)))1{XN

i (t−)>0}Nλ,i(dt)

+
+∞∑
j=1

1{XN
i (t−)<c}1{j6M−∑N

k=1 X
N
k

(t−)(f(XN
i (t−) + 1)− f(XN

i (t−)))NU,N
µ,j (dt, {i}).

On notera dans la suite ∆±f(x) = f(x± 1)− f(x) de sorte qu’on obtient que

f(XN
i (t)) = f(XN

i (0)) + λ

∫ t

0
∆−f(XN

i (s))1{XN
i (s)>0}ds (1.2)

+ µ

N

∫ t

0

+∞∑
j=1

∆+f(XN
i (s))1{XN

i (s)<c}1{j6M−∑N

k=1 X
N
k

(s)}ds+MN
i,f (t)

où le terme martingale est donné par

MN
i,f (t) =

∫ t

0
∆−f(XN

i (s))1{XN
i (s)>0} (Nλ,i(ds)− λds)

+
∫ t

0

+∞∑
j=1

∆+f(XN
i (s))1{XN

i (s)<c}1{j6M−∑N

k=1 X
N
k

(s)}

(
NU,N
µ,j (ds, {i})− µ

N
ds

)
.

En moyennant sur N l’équation (1.2) et en notant la martingale moyenne MN
f (t), on obtient

l’équation d’évolution de ΛN (t)(f) écrite sous la forme compacte suivante

ΛN (t)(f) = ΛN (0)(f) + λ

∫ t

0
ΛN (s)(∆−f1{N∗})ds (1.3)

+ µ

∫ t

0

(
M

N
− ΛN (s)(Id[0,c])

)
ΛN (s)(∆+f1{0,...,c−1})ds+MN

f (t)

où Id[0,c] est la fonction identité restreinte à [0, c].

Convergence champ-moyen vers un processus déterministe

Soit T > 0 fixé. Pour établir la convergence champ-moyen de la suite des processus de mesure
empirique (ΛN (t))06t6T , la technique est assez standard (voir [EK86]) : tension de la suite (ΛN (t))
et unicité de la valeur d’adhérence.
On montre d’abord que la suite des mesures empiriques est tendue pour la topologie de Skorokhod en
utilisant le critère du module de continuité (voir [Rob13] par exemple) où il suffit de montrer que pour
tous ε > 0 et η > 0, il existe δ0 > 0 et un rang N0 ∈ N tels que pour tous δ < δ0 et N > N0, on a

P

 sup
06s,t6T
|t−s|6δ

∣∣∣ΛN (t)(f)− ΛN (s)(f)
∣∣∣ > η

 < ε.

Soient s, t ∈ [0, T ] tels que |s− t| < δ pour un δ > 0 à déterminer. Il est simple de borner les deux
intégrales apparaissant dans (1.3). En effet, en utilisant le fait que le terme

(
M/N − ΛN (s)(Id[0,c])

)
soit borné puisque M/N ∼ s, on obtient assez facilement l’existence d’une constante K > 0 telle que∣∣∣ΛN (t)(f)− ΛN (s)(f)

∣∣∣ ≤ δ K‖f‖+
∣∣∣MN

f (t)−MN
f (s)

∣∣∣ .
12



Le calcul direct du processus croissant du terme martingale dans (1.3) permet d’établir que

lim
N→+∞

E
[
〈MN

f 〉(T )
]

= 0.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Doob, on arrive à

E
(

sup
06s,t6T
|t−s|6δ

∣∣∣ΛN (t)(f)− ΛN (s)(f)
∣∣∣ ) ≤ δK‖f‖+O(1/N).

Il est alors possible de choisir δ0 et N0 de telle sorte que le terme de droite de cette inégalité soit
inférieur au seuil ε fixé pour tous δ < δ0 et N > N0. On obtient ainsi la propriété de tension voulue.
Le terme martingale dans (1.3) disparaît lorsque N devient grand impliquant que toute valeur
d’adhérence du processus (ΛN (t)) vérifie nécessairement l’équation suivante :

Λ(t)(f) = Λ(0)(f) + λ

∫ t

0
Λ(s)(∆−f1{N∗})ds (1.4)

+ µ

∫ t

0

(
s− Λ(s)(Id[0,c])

)
Λ(s)(∆+f1{0,...,c−1})ds

pour toute fonction test f à support fini dans N.
En prouvant que l’équation (1.4) admet au plus une solution, on obtient la convergence en distribution
de la suite (ΛN (t)). Un raisonnement par l’absurde ajouté au lemme de Gronwall suffit pour conclure
à cette unicité. On obtient alors ce premier résultat.
Théorème 1.2.1 (Convergence champ-moyen)

Pour T > 0, la suite des processus des mesures (ΛN (t)(f))06t6T converge en distribution vers
un processus déterministe (Λ(t)(f))06t6T unique solution de l’équation (1.4) pour toute fonction
f à support fini dans N.

Une interprétation files d’attente

La proportion de stations à k vélos à un instant t > 0 avec k ∈ {0, ..., c} est définie par

Y N
k (t) := 1

N

N∑
i=1

1(XN
i (t)=k).

Considérons le processus empirique associé (Y N (t)) := (Y N
0 (t), ..., Y N

c (t))t>0. Il peut être réécrit
comme suit

Y N (t) = (Y N
0 (t), ..., Y N

c (t)) =
c∑

k=0
Y N
k (t)ek = 1

N

N∑
i=1

c∑
k=0

1k(XN
i (t))ek = ΛN (t)(f)

où (ek)0≤k≤c désigne la base canonique de Rc+1 et f(x) =
∑c
k=0 1k(x) ek. L’équation d’évolution

de (Y N (t)) est alors un cas particulier de (1.3). D’après le Théorème 1.2.1, on sait que le processus
(Y N (t)) converge en distribution vers un certain processus déterministe (y(t)), unique solution de
l’équation limite (1.4) pour notre fonction test f . Ainsi, par passage à la limite quand N devient
grand dans (1.3), où on utilise le fait que

ΛN (s)(Id[0,c]) = 1
N

N∑
i=1

Xi(s) =
c∑

k=0
kYk(s),
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on obtient que

y(t) = y(0) +
∫ t

0

c∑
k=0

yk(s)
(
λ1{k>0}(ek−1 − ek) + µ(s−m(y(s))))1{k<c}(ek+1 − ek)

)
ds (1.5)

où on introduit la notation suivante m(y(s)) :=
∑c
k=0 kyk(s) pour tout s > 0. L’équation limite

(1.5) vérifiée par (y(t)) est bien similaire à celle énoncée dans [FG16]. C’est un système dynamique
sur l’ensemble des probabilités sur {0, . . . , c} pouvant être réécrit d’une manière plus compacte :

y′(t) = y(t)Ly(t)

où Ly(t) est le générateur infinitésimal d’une file M/M/1/c dont le taux d’arrivée est µ(s−m(y(t)))
(taux d’arrivée à une station donnée d’un vélo qui roule) et le taux de service λ (taux d’arrivée des
usagers à une station donnée).
L’approximation champ-moyen veut dire que, quand le système devient grand, une station donnée se
comporte à un instant t > 0 comme une file à un serveur et à capacité finie c où les clients (les vélos)
arrivent à la file (la station) au taux µ(s−m(y(t))) et la quittent au taux λ. Cette interprétation
files d’attente est précieuse puisque dans le cas général d’un réseau homogène à N noeuds (sites,
stations, . . . ) de capacité finie c, le système dynamique obtenu est de la forme

y′(t) = V(y(t))

où V est un champ de vecteur sur l’ensemble des probabilités P{0,...,c}. L’écriture particulière de ce
champ de vecteurs comme V(y) = y Ly où Ly est le générateur infinitésimal d’une file M/M/1/c
pour notre modèle implique qu’un point d’équilibre y du système dynamique, c’est-à-dire solution
de y Ly = 0 est la mesure invariante associée à Ly. C’est donc une loi géométrique tronquée de
paramètre le rapport entre le taux d’arrivée et celui de départ de la file typique associée au générateur
Ly, soit πρ,c ∼ Geom(ρ(y)) sur {0, . . . , c} avec

ρ(y) = µ(s−m(y))
λ

. (1.6)

et m(y) =
∑c
k=0 kyk. Ainsi, pour tout k ∈ {0, . . . , c}, on a πρ,c(k) = 1− ρ

1− ρc+1 ρ
k où ρ par définition

est solution de l’équation de point fixe (1.6) réécrite aussi

s = λ

µ
ρ+

c∑
k=0

k πρ,c(k). (1.7)

L’unicité du point fixe ρ sur ]0,+∞[ est due à un argument de monotonie.

Remarque 1.2.1
– Le cas ρ = 1 correspond à une loi uniforme sur {0, . . . , c}. Dans ce cas, pour tout

0 ≤ k ≤ c, on a πρ,c(k) = 1/(c+ 1).
– Remarquons que cette interprétation files d’attente nous permet de passer d’une équation
de point fixe vectorielle y Ly = 0 avec y ∈ Rc+1 vérifiée par la mesure invariante à une
équation de point fixe réelle sur le paramètre de cette loi invariante.
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Convergence vers le point d’équilibre

L’existence et l’unicité du point d’équilibre du système dynamique limite (obtenu quand N tend
vers l’infini) ne suffit pas pour obtenir la convergence de la mesure invariante du processus mesure
empirique (Y N (t)) vers ce point. Dans l’idéal, ce résultat est obtenu grâce à une fonction de Lyapunov
qui garantit la convergence de toutes les trajectoires solutions du système dynamique limite vers le
point fixe. Un moyen pour construire une telle fonction est de considérer un terme d’entropie relative
plus un terme correctif comme dans [Gas16]. Exhiber une fonction de Lyapunov n’est pas un problème
facile. Dans [FGM12], on propose une fonction de Lyapunov dans un cadre hétérogène.

Retour à l’application : le problème de dimensionnement

Rappelons que le paramètre s := limN→+∞M/N est un paramètre clé pour l’opérateur puisqu’il
représente le nombre de vélos par station, en moyenne. L’équation (1.7) dit que ce nombre se répartit
entre une partie de vélos en trajet (ρλ/µ) et d’une autre partie en station (

∑c
k=0 k πρ(k)). Si on se

fixe comme métrique la proportion limite de stations problématiques, c’est-à-dire vides (sans vélos) ou
saturées (sans place de parking), ceci revient à considérer Pb(ρ) = πρ(0)+πρ(c). L’étude de la courbe
paramétrique ρ 7→ (s(ρ), P b(ρ)) exprimant cette proportion de stations problématiques en fonction
du ratio de dimensionnement s permet d’obtenir la taille de la flotte maximisant la performance du
système, autrement dit le ratio s∗ minimisant la proportion de stations problématiques. On retrouve
ainsi le résultat établi dans [FG16]

s∗ = c

2 + λ

µ
.

Ceci revient à dire que l’opérateur aurait intérêt à "remplir" les stations à moitié avec un paramètre
d’ajustement qui dépend à la fois du taux d’arrivée des usagers et du temps de trajet moyen. Plus
il y a de demande ou plus les vélos roulent, plus il a intérêt à augmenter la taille de sa flotte. Cet
optimum correspondant à ρ = 1, soit une mesure invariante uniforme sur {0, . . . , c}. Intuitivement,
ce résultat semble naturel puisque le modèle étudié est homogène.

1.3 Le cas hétérogène

Considérons un système de vélos en libre-service avec N stations et une flotte de M vélos. Chaque
station i a une capacité ci,N . La dynamique du système est la suivante. Les usagers arrivent aux
stations selon des processus de Poisson indépendants avec un taux λi,N à la station i. Lorsqu’un
usager arrive à une station donnée sans vélo disponible, il quitte le système. Dans le cas contraire, il
prend un vélo et choisit la station j avec la probabilité pj,N . La durée de trajet a une distribution
exponentielle de paramètre µN , quelle que soit la station d’où il vient. Lorsqu’il arrive à la station
j, s’il y a moins de cj,N vélos dans cette station, il dépose son vélo et quitte le système. S’il y a
cj,N vélos (c’est-à-dire que la station est saturée), l’usager choisit à nouveau une station, disons k,
avec une probabilité pk,N et se rend à cette station. La durée de ce second trajet est de distribution
exponentielle avec le même paramètre µN . Et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il puisse rendre son vélo.
Ce modèle est une généralisation du cas homogène où les taux d’arrivée ne dépendent pas des stations
et où l’usager rend le vélo à une station choisie uniformément au hasard. Même si les différentes
probabilités d’aller d’une station à l’autre ne constituent pas vraiment une matrice de routage, la
popularité d’une station est prise en compte.
Pour N fixé, notons par Ri,N := µNpi,N/λi,N un paramètre caractéristique de la station i appelée
utilisation. Ce paramètre apparaît dans les taux des transitions du processus d’état du système(
XN (t)

)
:=
(
XN
i (t), 1 6 i 6 N

)
où XN

i (t) est le nombre de vélos dans la station i à l’instant t.
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Le processus de Markov
(
XN (t)

)
est irréductible sur un espace d’états fini. L’approche champ-moyen

exhibée dans le cas homogène s’applique au cas hétérogène, sous une condition supplémentaire.
Hypothèse 1.3.1

Il existe une mesure de probabilités I sur ]0; 1]× N et une constante γ > 0 telles que, quand N
tend vers l’infini,

1
N

N∑
i=1

δ(ri,N ;ci,N )
(w)−→ I

N Rmax,N → 1/γ

où Rmax,N := maxiRi,N et ri,N := Ri,N/Rmax,N désigne l’utilisation relative de la station i. La
convergence (w) s’entend au sens de la convergence faible.

Notons que cette hypothèse est liée à la topologie du système (voir les exemples ci-dessous). Sous
l’hypothèse précédente, on obtient dans [FGM12] le résultat suivant
Théorème 1.3.1 (Convergence champ-moyen)

Sous l’hypothèse 1.3.1, si I est à support fini, alors lorsque N et M tendent vers l’infini avec
M/N tendant vers un certain s, le nombre de vélos à une station avec les paramètres r (utilisation
relative) et c (capacité) a une distribution stationnaire géométrique πρr,c sur {0, ..., c} avec le
paramètre ρr où ρ est l’unique solution de

s = ργ +
∫

]0;1]×N
m(πρr,c)dI(r, c) (1.8)

où la moyenne d’une variable aléatoire avec une distribution π est notée m(π).

Pour simplifier ce résultat, prenons deux cas.
— Le cas homogène : ceci implique que pour tout i, ci,N = c, λi,N = λ, pi,N = 1/N et µN = µ

de telle façon que ri,N = 1. L’hypothèse 1.3.1 devient triviale puisque I = δ1,c et γ = λ/µ.
L’équation (1.8) devient alors

s = ρλ/µ+m(πρ,c)
ce qui coïncide avec l’équation (1.7).

— Le cas à K clusters : Supposons que les N stations forment K clusters tel que chaque
cluster 1 ≤ k ≤ K a Nk stations avec Nk/Nqui tend vers αk. Les stations du cluster k ont
toutes les mêmes paramètres λk, ck et pk,N = βk/N . Ainsi, l’hypothèse 1.3.1 est vraie avec
I =

∑c
k=1 αkδ(rk;ck), rk = γµβk/λk et γ = 1/maxk(µβk/λk). L’équation (1.8) devient alors

s = ργ +
c∑

k=1
αkm(πρrk,ck).

Cet exemple modélise une zone de service d’un système de vélopartage où le découpage en
clusters est fait sur la base de la demande (forte demande, faible demande) alors que le temps
de trajet moyen est constant.

1.4 Une flotte mixte : vélos mécanique et vélos électriques
Les vélos électriques se sont déployés massivement dans les systèmes de vélos en libre-service

préexistants afin d’attirer de nouveaux usagers et de remplacer les voitures à plus grande échelle.
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Mais cela entraîne des interactions entre les deux populations de vélos. Dans [AFM22], on propose un
modèle de système homogène de partage de vélos où les deux classes de vélos interagissent uniquement
à travers le partage de la capacité finie des stations. Il modélise les systèmes avec des vélos électriques
et mécaniques nécessitant des abonnements différents. Il s’agit d’une première analyse stochastique à
grande échelle pour des systèmes de vélopartage à flotte mixte. L’approche champ-moyen nous permet
d’établir explicitement la distribution limite de l’état d’une station lorsque le nombre de stations N et
la taille de la flotte de chaque classe M1 et M2 augmentent au même rythme, c’est-à-dire Ml/N ∼ sl
pour l ∈ {1, 2} .
Si on considère, dans un cadre homogène, le processus (XN (t) := XN

l,i(t), 1 ≤ i ≤ N, l = 1, 2)
où XN

l,i(t) désigne le nombre de vélos de type l ∈ {1, 2} à l’instant t dans la station i, alors on
peut montrer d’une manière similaire au modèle homogène de vélopartage à une seule classe que le
processus empirique (Yn1,n2(t))t∈[0,T ] défini, pour n1 + n2 ≤ c, par

Yn1,n2 := 1
N

N∑
i=1

1{XN
1,i(t)=n1,XN

2,i(t)=n2}

converge en distribution vers une fonction déterministe (y(t))t∈[0,T ], solution d’une EDO explicite.
Le point d’équilibre associé à ce système dynamique est identifié à la mesure invariante d’une file
d’attente M/M/1/c à deux classes de clients puisque l’interaction entre les deux types de clients
(vélos) se limite au partage de la capacité globale c (de la station). Ainsi, on obtient l’existence et
l’unicité de la mesure stationnaire, une distribution géométrique bivariée tronquée

πρ1,ρ2(n1, n2) = ρn1
1 ρn2

2
Z(ρ1, ρ2)

où les paramètres ρ1 et ρ2 sont déterminés de manière unique lorsque les proportions limites s1 et s2
de chaque type de vélos ainsi que la capacité c de chaque station sont fixées.
Pour répondre à la question du nombre optimal de vélos de chaque type par station pour une capacité
c donnée, il faudra aussi préciser le critère de performance considéré comme étant la proportion de
stations problématiques Pb, c’est-à dire des stations saturées ou ne comportant aucun vélo d’un des
deux types. Néanmoins, on se heurte à une relation implicite reliant les deux paramètres ρ1 et ρ2,
rendant l’obtention d’une formule explicite des paramètres de flotte optimaux s∗1 et s∗2 hors de portée.
Le cas symétrique où λ1 = λ2, µ1 = µ2 et s1 = s2 = s/2 implique que ρ1 = ρ2 = ρ. Il est alors
possible d’exprimer explicitement s et Pb en fonction de ρ. Ce cas a été traité dans [AFM22] où on
prouve le résultat intuitif que le ratio optimal pour chaque classe correspond au tiers de la capacité
(un tiers pour chaque ressource : vélos mécaniques, vélos électriques et places de parking) plus un
terme correctif qui dépend du trafic, à l’instar du modèle homogène avec un seul type de vélos.
Théorème 1.4.1 (Performance - Le cas symétrique)

La proportion minimale de stations problématiques pour ce modèle dans le cas symétrique est
P ∗b = 6c/((c+ 1)(c+ 2)) et est atteinte quand s∗ = 2λ/µ+ 2c/3. Le ρ correspondant est 1.

En dehors de ce cas totalement symétrique, la relation entre ρ1 et ρ2 est implicite. Les méthodes de
résolution numériques permettent d’obtenir les paramètres ρ1 et ρ2 et donc la proportion minimale
de stations problématiques ainsi que les paramètres de flottes qui lui correspondent.

Un modèle plus réaliste : changement de classe

Limiter l’interaction entre les deux classes de clients (les deux types de vélos) au partage de la capacité
globale est loin de la réalité. En cas de manque de l’une des deux ressources, il est souhaitable de
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considérer qu’une proportion αi des usagers d’un type de vélos se reporte sur l’autre type. L’écriture
des transitions du même processus de mesure empirique que initialement ainsi que la convergence
champ-moyen restent valide. Néanmoins, on perd l’interprétation files d’attente qui permettait la
caractérisation simple du point d’équilibre y. Une tentative timide d’une approche analytique via la
méthode du noyau reste inachevée. A la manière de [FIM17], on considère la fonction génératrice
F (x, y) =

∑
k+l6c ȳk,lx

kyl. Cette fonction vérifie une équation fonctionnelle, à laquelle on ajoute
la condition de normalisation F (1, 1) = 1 pour caractériser F et donc y. Cependant, comme les
conditions aux bords F (., 0), F (0, .) et Fc : (x, y) 7→

∑
k+l=c yk,lx

kyl sont inconnues, déterminer F
reste hors de portée. Cette démarche est en dehors du cadre théorique abordé dans ce manuscrit.

1.5 Une politique incitative

Je présente ici brièvement un modèle stochastique visant à étudier une politique incitative que
l’opérateur peut mettre en place afin de prévenir le manque en vélos. En effet, en offrant par exemple
des minutes gratuites aux usagers qui ramènent, vers une zone de forte demande telle que le centre
ville par exemple, des vélos inactifs depuis un certain temps, garés en périphérie, l’opérateur espère
générer une proportion de "bons" trajets afin de réguler le système et diminuer son déséquilibre. Ces
vélos "isolés" peuvent être mis en avant par l’opérateur et désignés sur son application comme des
cadeaux. Cette politique cadeaux est mise en place par Communauto pour son système d’autopartage
Flex à Montréal où l’opérateur offre 30 minutes gratuites aux usagers qui ramènent des voitures
qu’il désigne comme cadeaux vers une zone de forte demande. L’impact de la politique cadeaux de
Communauto Montréal sur le comportement des usagers est discuté dans [MFM+24] à partir d’une
analyse de données opérateur. Néanmoins, la très faible proportion de trajets cadeaux proposés par
l’opérateur et de cadeaux réellement utilisés par les usagers dans le volume total des transactions
rend difficile l’observation de son impact. L’intérêt d’une modélisation stochastique du système pour
établir des résultas qualitatifs et quantitatifs de cette politique incitative est réel pour l’opérateur.
Pour des raisons de cohérence, je préfère aborder cette politique incitative ici puisqu’elle peut être
appliquée à tout système de partage de véhicules (vélos, scooters, trottinettes, voitures . . . ).

Le modèle

Nous optons alors pour un cadre homogène avec deux clusters où les paramètres des stations sont les
mêmes pour chaque cluster. Les dynamiques du modèle sont les suivantes.

– Un usager arrive à une station du cluster i ∈ {1, 2} avec un taux λi. La zone de forte demande
est désignée par cluster 1, celle normale par cluster 2. Comme le taux d’arrivée des usagers
est plus important dans le premier cluster, alors λ1 > λ2.

– Si l’usager arrive à une station du cluster 1 où il y a un véhicule disponible, il le prend pour
un trajet. Sinon, il quitte le système.

– Chaque véhicule garé dans le cluster 2 a une horloge. Lorsque cette horloge sonne pour un
véhicule, celui-ci devient un cadeau.

– Lorsqu’un usager arrive à une station du cluster 2, s’il y a un cadeau disponible et une véhicule
normal (non cadeau) disponible dans cette station, il prend le véhicule cadeau avec une
probabilité p, et le véhicule normal avec une probabilité 1− p. S’il n’y a qu’une seule ressource
(cadeau ou non), l’usager prend ce qui est disponible. Sinon, il quitte le système.

– À la fin du trajet, l’usager utilisant une véhicule normal choisit le cluster 1 avec une probabilité
r , respectivement le cluster 2 avec une probabilité 1− r, puis il choisit une station au hasard
dans ce cluster pour garer le véhicule.

18



– Lorsqu’un trajet-cadeau se termine, l’usager rend la voiture-cadeau à n’importe quelle station
du cluster 1 avec une probabilité q, respectivement du cluster 2 avec une probabilité 1− q. Le
véhicule-cadeau garé apparaît alors comme un véhicule normal sur l’appli.

– Une station du cluster i a une capacité finie ci. Si la station choisie est saturée, l’usager fait
un autre trajet jusqu’à trouver une station avec une place de parking disponible.

La Figure 1.1 illustre les dynamiques du modèle.

véhicules en trajet

µµµµµµ

cadeaux
en trajet
µc

1− qq

capacité c1

1

c1

N1

N1 stations

cluster 1

λ1

r 1− r

· · ·

capacité c2

1 δ

c2

N2

cluster 2

N2 stations

λ2

p 1− p

· · ·

Figure 1.1 – Illustration des dynamiques du modèle avec cadeaux.

Voici les notations du modèle. L’indice i ∈ {1, 2} désigne le type du cluster (zone).
– Ni est le nombre de stations dans le cluster i.
– N =

∑
iNi est le nombre totale de stations.

– αi = Ni/N est la proportion des stations du cluster i.
– ci est la capacité d’une station du cluster i.
– M est le nombre total de véhicules partagés.
– s = M/N est le nombre moyen de véhicules par station.
– λi est la taux d’arrivée des usagers à une station du cluster i.
– 1/µ est le temps de trajet moyen d’un véhicule normal (non cadeau).
– 1/µc est le temps de trajet moyen d’un véhicule cadeau.
– δ est le taux auquel un véhicule normal garé dans une station du cluster 2 devient cadeau.
– p est la probabilité qu’un usager choisisse un véhicule cadeau.
– q est la probabilité que l’usager ramène le véhicule cadeau vers une station du cluster 1.
– r est la probabilité qu’un usager ramène un véhicule normal vers une station du cluster 1.

Le système peut être décrit comme un réseau stochastique fermé. Les nœuds du réseau sont un
ensemble de N = N1 + N2 files d’attente M/M/1/ci (où i = 1, 2) à capacité finie, les stations,
divisées en deux clusters, le cluster 1 (pour la zone à haute demande) avec N1 stations de capacité
c1, le cluster 2 (pour la zone normale) avec N2 stations de capacité c2, plus deux files d’attente
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M/M/∞ représentant respectivement les véhicules normaux et ceux cadeaux en route. Les temps de
service aux files d’attente ont une distribution exponentielle avec des paramètres respectifs λ1, λ2, µ
et µc. Selon le vocabulaire des files d’attente, il y a M clients de deux classes : véhicules et cadeaux,
et une matrice de routage donnée par la description précédente. Cependant, il ne s’agit pas d’un
réseau de Jackson car il y a des transitions supplémentaires impliquant un changement de classe :
un véhicule dans un nœud M/M/1/c2 (une station) du cluster 2 devient un cadeau au taux δ et un
cadeau arrivant à une station depuis le nœud M/M/∞ (la route) devient un véhicule normal.

Le processus d’état

Le processus d’état est noté par(
X1,i(t), X2,j(t), Cj(t), RN (t), 1 6 i 6 N1 et 1 6 j 6 N2

)
où

— X1,i(t) est le nombre de véhicule à une station i du cluster 1 à l’instant t,
— X2,j(t) est le nombre de véhicule à une station j du cluster 2 à l’instant t,
— Cj(t) est le nombre de cadeaux à la station j (nécessairement du cluster 2) à l’instant t,
— RN (t) est le nombre de cadeaux en trajet à l’instant t.

Le nombre de véhicules en trajet à l’instant t est égal à M −
∑N1
i=1X1,i(t)−

∑N2
j=1X2,j(t)−RN (t).

Comme le modèle est homogène, considérons le processus de mesure empirique

(Y N (t)) =
(
Y N1

1,k (t), Y N2
2,k′,l′(t),

RN (t)
N

, k ∈ χ1, (k′, l′) ∈ χ2
)

où Y N1
1,k (t) est la proportion de stations à k véhicules dans le cluster 1 et Y N2

2,k′,l′(t) est la proportion
de stations à k′ véhicules et l′ cadeaux dans le cluster 2, définis par

Y N1
1,k (t) = 1

N1

N1∑
i=1

1{X1,i(t)=k} et Y
N2

2,k′,l′(t) = 1
N2

N2∑
i=1

1{(
X2,i(t),Ci(t)

)
=(k′,l′)

}
avec

χ1 = {k ∈ N, k 6 c1}, χ2 = {(k, l) ∈ N2, k + l 6 c2}.

Toutes les durées de temps suivent des lois exponentielles indépendantes, on a alors que (Y N (t)) est
un processus de Markov sur un espace d’états fini. On obtient, d’une manière similaire à celle exposée
pour un modèle homogène de vélopartage à une classe de clients, que lorsque N tend vers l’infini,
le processus (Y N (t)) converge en distribution vers une fonction déterministe, unique solution d’un
système explicite d’équations différentielles ordinaires de la forme

dy

dt
(t) = F (y(t)).

Déterminer le point d’équilibre revient à résoudre un système non linéaire F (y) = 0 qui semble hors
de portée. Il existe de nombreux outils pour résoudre numériquement son point d’équilibre. Dans
[MFM+22], nous avons opté pour la méthode d’Anderson implémentée dans Scipy, une bibliothèque
Python, pour une résolution numérique qui nous a permis de discuter l’influence des paramètres du
modèle, notamment la durée au bout de laquelle le véhicule est désigné cadeau par l’opérateur (le
paramètre δ), ou encore l’impact de l’adhésion d’une proportion donnée des usagers à la politique
incitative (les paramètres p et q).
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1.6 Et l’aspect local ?

En cas de saturation de la station d’arrivée, nous avons toujours considéré que l’usager recommence
un autre trajet vers une station choisie uniformément au hasard parmi les N stations. Cette hypothèse,
bien que peu réaliste, n’empêche pas l’obtention d’un comportement théorique très similaire à celui
obtenu par simulation des vraies dynamiques observées sur les données opérateur. Dans [DFM18],
nous avons voulu analyser un modèle qui tient compte du choix local quand l’usager choisit la station
la moins remplie parmi un petit voisinage de sa destination. Ainsi, [DFM18] traite de l’impact du choix
entre deux voisins dans un grand ensemble de files d’attente. Le choix est une politique d’équilibrage
des charges parmi d’autres telles que offloading, redundancy ou encore work stealing ([GLM+10],
[GHBSW+17], [GB10] et autres) par exemple. La politique du choix parmi deux est une méthode
distribuée bien connue pour son efficacité. Pour cette politique, les clients qui arrivent choisissent
deux files d’attente au hasard et rejoignent la plus courte, les égalités étant résolues de manière
aléatoire. Voir [VDK96] et [Mit96] pour un réseau de files d’attente à un serveur.
Le modèle que je présente ici est appelé modèle de choix local. Il consiste en un ensemble de N files
d’attente à un serveur avec une capacité infinie où les clients arrivent à chaque file selon des processus
de Poisson indépendants avec un taux λ. Lorsqu’un client arrive à la file i, 1 ≤ i ≤ N , il choisit entre
les files i et i+ 1 celle qui est la moins chargée et s’y inscrit. Par convention, la file N + 1 est la file
1. Si les files i et i+ 1 ont le même nombre de clients, il rejoint l’une des deux avec une probabilité
1/2. Les temps de service sont i.i.d. avec une distribution exponentielle de paramètre µ. Lorsque le
client est servi, il quitte le système. Tous les temps d’inter-arrivée et de service sont indépendants.
La charge ρ est par définition λ/µ. Notre intérêt concerne la distribution marginale du nombre de
clients dans une file d’attente à l’équilibre pour le modèle de choix local quand le nombre N de files
d’attente est fixé. Nous étudions l’asymptotique des probabilités stationnaires pour une file d’attente
lorsque la charge tend vers zéro pour une comparaison avec le modèle de choix aléatoire, dans lequel
un client arrivant choisit uniformément deux files au hasard parmi N et rejoint celle qui est la moins
chargée, ainsi que le modèle sans choix, dans lequel un client arrivant dans la file i est servi dans
cette file. Le modèle sans choix est simplement constitué de N files d’attente M/M/1 indépendantes
dont la distribution stationnaire de la longueur de la file est géométrique de paramètre ρ pour ρ < 1.
Pour le modèle de choix aléatoire, la limite, lorsque N devient grand, de la probabilité stationnaire
qu’une file d’attente ait plus de k clients, est doublement exponentiellement, plus précisément est
ρ2k−1, pour k > 0. Cette décroissance doublement exponentielle est connue dans la littérature sous
le nom de puissance du choix étant considérablement plus petite que la probabilité de queue ρk, pour
le modèle sans choix.
L’approche est différente puisqu’il ne s’agit plus de limite champ-moyen (faire tendre N vers l’infini)
suivi de la recherche de point d’équilibre pour établir le comportement en temps long (t tend vers
l’infini) du système. Dans notre cas ici, N est fixé et on note par (X(t) := (Xi(t), 1 ≤ i ≤ N), où
(Xi(t)) est le nombre de clients à la file d’attente i à l’instant t, le processus de longueur des files
d’attente. (X(t)) est un processus de Markov sur l’espace d’états NN . Dans [DFM18], on prouve
que la condition ρ < 1 garantit que le processus (X(t)) est ergodique. Soit y = (yn, n ∈ NN ) sa
mesure invariante, unique solution des équations de balance globale. L’argument majeur de notre
approche est de considérer, pour tout n ∈ NN , la mesure de probabilité yn comme fonction analytique
du paramètre ρ sur un voisinage de zéro. Une procédure d’induction fournit alors tous les termes
de la série entière. Cette hypothèse de l’analyticité des probabilités stationnaires d’une famille de
chaînes de Markov dépendant d’un paramètre est la principale question abordée par [MM79] (voir
également [FMM95]). Le principal outil pour prouver cette analyticité est la fonction de Lyapunov
dans le critère d’ergodicité de Foster. Nous obtenons une fonction de Lyapunov quadratique adaptée.
Mais la dynamique de notre modèle ne permet pas d’appliquer les résultats de [MM79, FMM95] en
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raison de la politique du choix local qui implique un phénomène de déposition. Cette question n’est
pas tranchée et reste pour le moment inachevée. Sous cette hypothèse, on obtient le résultat suivant.
Proposition 1.6.1

Pour le modèle de choix local avec N > 3, la probabilité stationnaire πm(ρ) qu’une file d’attente
donnée ait m clients est telle que

πm(ρ) = 12(ρ/2)2m−1 +O(ρ2m) pour ρ au voisinage de 0.

Comme prévu, les performances de la politique du choix local se situent entre les deux autres politiques.
Cependant, pour un trafic faible, son comportement est plus proche de l’absence de choix que du
choix aléatoire. En effet, les deux premières asymptotiques sont exponentielles tandis que la troisième
est doublement exponentielle en ρ.
Les asymptotiques du trafic léger obtenues dans [DFM18] concernent la limite lorsque t tend vers
l’infini d’abord et ensuite N alors que dans l’approche champ-moyen pour le modèle du choix
aléatoire, la limite est établie lorsque N d’abord et ensuite t tendent vers l’infini. La comparaison des
performances des deux modèles est justifiée par la possibilité de permuter l’ordre les deux limites, voir
[VDK96] pour plus de détails.
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Chapitre 2

Du vélopartage à l’autopartage : grand
système avec forte interaction

Collaborations avec Cédric Bourdais, Christine Fricker, Bianca Marin Moreno, Teodora Pescu, Amaury
Philippe, Martin Trépanier et Florian Verdier.

2.1 Motivation

Du vélopartage vers l’autopartage, quelle différence majeure ? C’est la réservation : de la voiture,
de la place de parking, ou des deux. Cet aspect inexistant en vélopartage est simple à modéliser, ne
casse pas le caractère Markovien du processus d’état du système et reste analysable par l’approche
champ-moyen avec une interprétation files d’attente du point d’équilibre du système dynamique
limite. Cependant, le cas le plus intéressant à mon sens est celui de la double réservation où l’usager
réserve à la fois la voiture et la place de parking, typiquement ce que proposait Autolib’, le grand
système d’autopartage parisien avant son arrêt en 2017. La modélisation d’un tel système réel en
tant que grand système avec forte interaction nous fournit un exemple similaire au célèbre modèle de
Gibbens, Hunt et Kelly [GHK90] présentant des interactions fortes qui disparaissent dans la limite
champ-moyen. La technique utilisée est spécifique à la double réservation comparée au cas de la
simple réservation.

2.2 Simple réservation

Il s’agit de la réservation de la voiture seule, ou de la place de parking seule. Pour plus de clarté, je
considère ici la réservation de la voiture sans possibilité de réserver la place de parking. Je présenterai
trois modèles, le premier que je qualifierai de modèle de base, le second plus réaliste et le troisième
avec boucles. D’un point de vue applicatif, réserver la voiture sans possibilité de réserver la place
de parking a du sens dans des systèmes d’autopartage sans stations physiques, appelés free-floating.
En effet, la dernière décennie a vu l’apparition de systèmes de partages de voitures où l’usager peut
récupérer et garer ces voitures partagées n’importe où dans l’espace public à l’intérieur d’une zone
géographique délimitée, appelée zone de service. Une première approche pour analyser ces systèmes
a été de les assimiler à un système d’autopartage classique en découpant la zone de service en des
petites zones de l’ordre de 1 km2 considérées comme des stations dont la capacité fixe était choisie
arbitrairement (par exemple le nombre maximum de voitures partagées garées dans la zone considérée).
Voir la Figure 2.1. La modélisation proposée dans ce chapitre suivra cette approche et on considère
alors un système d’autopartage classique avec des stations physiques où seule la réservation de la
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voiture est possible. Une seconde approche spécifique au free-floating sera présentée au chapitre
suivant.

Figure 2.1 – A gauche : zone de service free-floating ∼ 150 km2de Communauto à Montréal.
A droite : reconstitution de la zone de service à l’aide des coordonnées GPS des voitures partagées.
Découpage de la zone de service en une grille de petites zones de 1 km2.

Le modèle de base

Ce premier modèle est un modèle homogène où toutes les stations ont les mêmes propriétés. En
particulier, le comportement des usagers est le même quelle que soit la station d’où ils partent et vers
laquelle ils se dirigent. Les dynamiques sont les suivantes.

— L’arrivée d’un usager à une station donnée avec une voiture disponible marque le début de sa
réservation. Si aucune voiture n’est disponible, l’usager quitte le système.

— À la fin de sa réservation, l’usager prend la voiture pour commencer un trajet vers une station
destination, choisie au hasard parmi toutes les stations de la zone de service, y compris la
station d’où il vient.

— A la fin de son trajet, l’usager gare la voiture dans la station de destination préalablement
choisie, s’il y a une place de parking disponible dans cette station. Sinon, il choisit une autre
station au hasard, effectue un trajet et gare la voiture si une place de parking est disponible. Il
répète cette opération jusqu’à ce qu’il puisse garer la voiture.

Les variables aléatoires suivantes sont indépendantes avec une distribution exponentielle : temps
d’inter-arrivée, temps de réservation et temps de trajet. Ceci permet de traiter des processus de
Markov discrets, qui sont faciles à manipuler. Ce modèle est une vue simplifiée du système réel
d’autopartage en free-floating où l’usager doit réserver sa voiture avant un trajet sans possibilité
d’annulation après la réservation. Mais il s’agit de la première étape pour construire et comprendre
des modèles plus complexes présentés plus loin dans ce chapitre. En plus des notations introduites
pour le modèle homogène sans réservation (Vélib’), on introduit :

— η le paramètre de la distribution exponentielle des durées de réservation. La durée moyenne
de réservation est 1/η.

— V N
i (t) le nombre de voitures disponibles et RNi (t) celui des voitures réservées dans la station i à

l’instant t > 0. L’état des N stations à l’instant t > 0 est noté par (V N
i (t), RNi (t), 1 ≤ i ≤ N).
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Le processus mesure empirique associé

Y N
k,l(t) = 1

N

N∑
i=1

1(V Ni (t)=k,RNi (t)=l)

est un processus de Markov irréductible sur un espace d’états fini. Il converge, quand N devient
grand, vers un système dynamique de la forme

y′(t) = y(t)Ly(t)

où Ly(t) est le générateur infinitésimal du nombre de clients, noté (V (t), R(t)) dans un tandem de
deux files contraintes par une capacité totale c, de taux d’arrivée µ(s−

∑
k+l≤c yk,l)(t) et tel que

— la première file est une file M/M/1 de taux de service λ,
— la deuxième file est une file M/M/∞ de taux de service η.

Une illustration de la file typique est donnée par la figure 2.2.

Figure 2.2 – Une station typique est un tandem de deux files d’attente avec capacité globale c.

Notons que le taux d’arrivée peut être réécrit µ
(
s − E(V (t) + R(t))

)
. On peut prouver que le

processus de Markov inhomogène limite (V (t), R(t)) existe. Il est appelé processus de McKean–Vlasov.
La preuve est technique mais standard. Elle sera reprise dans un cadre plus général, celui de la double
réservation. Comme dans le premier chapitre, un point clé de cette interprétation files d’attente est
l’expression explicite de la mesure invariante associée à ce tandem dont l’existence et l’unicité n’est
donc pas évidente. Ceci est donné par le résultat suivant.
Théorème 2.2.1 (Existence et unicité de la mesure invariante)

Le processus limite (V (t), R(t)) admet une unique mesure invariante π sur {(k, l) ∈ N2, k+l ≤ c}
définie par

π(k, l) = 1
Z
ρkV
ρlR
l! (2.1)

où Z est la constante de normalisation, les variables ρV et ρV sont solutions du système

(S1) :


ρR = λ

η
ρV

ρV = µ

λ

(
s−

∑
k+l≤c(k + l)π(k, l)

)
.

Notons d’abord que la première équation du système (S1) permet de réduire le nombre d’inconnues.
On peut alors exprimer la constante de normalisation Z en fonction d’une seule variable, ρV par
exemple. Ainsi, la mesure invariante π est une fonction explicite de ρV . La seconde équation du
système (S1) devient donc une équation de point fixe en ρV . La preuve de l’existence est classique,
où un bon candidat pour être cette mesure invariante est la troncature de la mesure invariante d’un
tandem similaire de deux files non contraintes par une capacité finie. En effet, il est bien connu depuis
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[BCMP75] qu’un tel tandem à capacité infinie admet une unique mesure invariante de la forme (2.1).
L’unicité est une conséquence de la monotonie puisque, à s fixé, les deux termes du membre de droite
de la relation

s = λ

µ
ρV + 1

Z

∑
k+l≤c

(k + l)ρkV
ρlR
l!

sont strictement croissants en ρV .

Un modèle plus réaliste

Afin de modéliser un système d’autopartage plus réaliste, considérons un modèle où la réservation de
la voiture est possible mais non obligatoire, l’annulation de trajet et les réservations enchaînées sont
autorisées. Introduisons les paramètres suivants.

— α est la probabilité de réserver une voiture au départ,
— β est la probabilité d’annuler le trajet à la fin de la réservation,
— β′ est la probabilité d’enchaîner une autre réservation suite à la première réservation.

Les dynamiques sont alors modifiées comme suit.
— Les usagers arrivent à une station selon un processus de Poisson. Si une voiture est disponible,

soit il la réserve avec une probabilité α, soit il la prend sans la réserver avec une probabilité
1− α. S’il n’y a pas de voiture disponible, il quitte le système.

— À la fin de réservation, avec une probabilité β, l’usager ne prend pas la voiture et quitte
le système. Dans le cas contraire, deux possibilités s’offrent à l’usager : soit il effectue une
nouvelle réservation de la même voiture avec la probabilité β′ < 1− β, soit avec probabilité
1−β−β′, il prend la voiture pour commencer son trajet vers sa destination, choisie au hasard.

— La fin du trajet est la même que pour le modèle de base précédemment décrit.
Le résultat suivant donne le comportement limite à grande échelle d’une station donnée.
Théorème 2.2.2 (Convergence champ-moyen)

Quand N tend vers l’infini, avec M/N qui tend vers une constante s, le processus d’état
(V N
i (t), RNi (t)) d’une station donnée i converge vers (V (t), R(t)) dont la distribution (y(t)) est

celle du nombre de clients dans deux files contraintes par une capacité totale c et formant un
réseau de Jackson ouvert telles que :

— la première file est une une file M/M/1 avec taux de service λ,
— la deuxième file est une file M/M/∞ avec taux de service η,
— le taux d’arrivée à la première file est µ(s−

∑
k+l≤c yk,l(t)),

— pas d’arrivée à la deuxième file.
Après être servi à une des deux files i ∈ {1, 2}, le client est envoyé à la file j ∈ {1, 2} avec
probabilité pi,j telle que

p1,1 = 0, p1,2 = α, p2,1 = β, p2,2 = β′

ou bien quitte le système. Une illustration de cette file typique est donnée par la Figure 2.3

L’existence et l’unicité de la mesure invariante est similaire au modèle de base et on obtient une
mesure invariante π de la même forme que (2.1), caractérisée par deux paramètres ρR et ρV solutions
du système suivant :

(S2) :


ρR = λα

η(1− β′)ρV

ρV = µ(1− β′)
λ(1− β′ − αβ)

(
s−

∑
k+l≤c(k + l)π(k, l)

)
.
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Notons la similarité entre les deux systèmes (S1) et (S2) caractérisant le point d’équilibre du système
dynamique pour les deux modèles. Cette similarité peut être interprétée comme une équivalence entre
le modèle de base et le modèle raffiné. En effet, il n’est pas difficile de voir que le second modèle
(avec paramètres λ, η, µ, α, β et β′) est équivalent au modèle de base (avec paramètres λ, η̃ et µ̃),
en terme de mesure invariante du système limite, et ce en posant :

µ̃ = µ(1− β′)
λ(1− β′ − αβ)

η̃ = η(1− β′)
α

.

Figure 2.3 – Une station typique est réseau de Jackson ouvert composé de deux files d’attente
avec une capacité globale c.

Un modèle avec boucles

En analysant les données, il s’avère qu’une proportion importante de déplacements est en boucle
(origine = destination). Cela ne correspond pas aux modèles précédents où les trajets en boucles
représentent une proportion 1/N des déplacements, ce qui est négligeable lorsque N devient grand. Le
modèle suivant est introduit pour prendre en compte cet aspect. Pour éviter les notations fastidieuses
et se concentrer sur la question des boucles, le modèle proposé est une variante du modèle de base
avec quelques notations supplémentaires.

— p est la probabilité limite, lorsque N devient grand, qu’un trajet soit une boucle.
— µL est le paramètre de la distribution exponentielle de la durée d’un trajet en boucle.

En effet, les dynamiques du modèle de base sont modifiées comme suit. À la fin de la réservation,
l’usager prend la voiture réservée pour un trajet en boucle avec la probabilité p. Ce trajet dure un
temps aléatoire dont la distribution est exponentielle de paramètre µL, qui peut être distinct de µ.
Dans le cas contraire, l’usager choisit une destination au hasard parmi toutes les stations, y compris la
station d’où il vient. Il en résulte que la probabilité qu’un trajet soit une boucle est p+ (1− p)/N . Le
processus décrivant l’état d’une station donnée i est alors à trois composantes (V N

i (t), RNi (t), LNi (t))
où LNi (t) est le nombre de voitures effectuant un trajet en boucle de la station i vers elle même. La
limite champ-moyen est similaire, avec une écriture en terme d’un réseau de Jackson ouvert composé
de trois files d’attente.
Théorème 2.2.3 (Convergence champ-moyen)

QuandN tend vers l’infini, avecM/N tend vers une constante s, le processus d’état (V N
i (t), RNi (t), LNi (t))

d’une station donnée i converge vers (V (t), R(t), L(t)) dont la distribution (y(t)) est celle d’un
réseau de Jackson ouvert composé de trois files d’attente telles que :
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— les deux premières files sont contraintes par une capacité totale c,
— la première file est une une file M/M/1 avec taux de service λ,
— la deuxième file est une file M/M/∞ avec taux de service η,
— la troisième file est une file M/M/∞ avec taux de service µL,
— le taux d’arrivée à un instant t > 0 à la première file est

µ(s−
∑

m>0, k+l≤c
(k + l +m)yk,l,m(t)),

— pas d’arrivée aux deux autres files.
— pour i, j ∈ {1, 2, 3}, les probabilités pi,j sont données par

p1,2 = 1, p2,3 = p, p3,1 = 1, pi,j = 0 sinon.

Une illustration de cette file typique est donnée par la Figure 2.4

Figure 2.4 – Une zone typique est un tandem de deux files d’attente avec une capacité globale
de c.

Il est à noter que le taux d’arrivée peut être réécrit comme

µ(s−
∑

m>0, k+l≤c
(k + l +m)yk,l,m(t)) = µ(s− E(V (t) +R(t) + L(t))).

Bien que le système caractérisant le point d’équilibre de ce système dynamique soit de taille 3, il reste
simple à manipuler

(S3) :



ρR = λ

η
ρV

ρL = pλ

µl
ρV

ρV = µ

λ(1− p)
(
s−

∑
m>0, k+l≤c(k + l +m)π(k, l,m)

)
.

L’existence et l’unicité de la mesure invariante est similaire aux deux modèles précédents et on obtient
une mesure invariante π de forme produit sur {(k, l,m) ∈ N3, k + l 6 c} telle que

π(k, l,m) = 1
Z
ρkV
ρlR
l!
ρmL
m!

où les trois paramètres ρR, ρV et ρL sont solutions du système (S3). L’état limite d’une station du
système est donné par le couple (V (t), R(t)) dont la mesure invariante πk,l sur {(k, l) ∈ N2, k+l ≤ c}
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est donnée, avec abus de notations, par la même forme produit (2.1), avec
ρR = λ

η
ρV

ρV = 1

λ( p
µL

+ 1− p
µ

)

(
s−

∑
k+l≤c(k + l)π(k, l)

)
.

Il est simple de voir que si les durées des trajets en boucle ne diffèrent pas en terme de loi des
autres trajets, ce qui implique que µL = µ, alors on retrouve le système (S1) et donc le même
comportement limite donné par le modèle de base. Dans le cas contraire si µL 6= µ, alors il suffit de
remplacer le temps moyen d’un trajet 1/µ dans le modèle de base par ( p

µL
+ 1− p

µ
) pour retrouver

un comportement limite équivalent entre les deux modèles. Ceci montre bien la robustesse du modèle
de base qui intègre différentes variantes suivant le besoin de tenir compte d’aspects pratiques de
l’application considérée ici à savoir l’autopartage.

Etude de performance

La force des modèles homogènes est de donner des résultats explicites sur le comportement limite
du système. En effet, l’expression de la limite champ-moyen à l’équilibre est suffisamment simple
pour être utilisée. L’objectif ultime est de présenter des résultats qualitatifs et quantitatifs sur le
comportement du système à grande échelle en temps long et d’étudier l’influence de la réservation.
Afin de faire une comparaison entre les deux modèles, avec et sans réservation, fixons d’abord le choix
de la mesure de performance. Rappelons que le problème principal est la présence de stations dites
problématiques, celles qui n’ont pas de voitures disponibles ou de places de parking disponibles. Il
est alors naturel de considérer comme métrique la proportion limite Pb de stations problématiques à
l’équilibre. Elle est donnée par

Pb = π0,. + πS − π0,c (2.2)

où π est la distribution conjointe limite stationnaire des voitures disponibles et réservées dans une
station donnée,{
π0,. = π0,0 + . . .+ π0,c, proportion limite des stations sans voiture disponible
πS = π0,c + π1,c−1 + . . .+ πc,0, proportion limite des stations saturées, sans place disponible.

Pour éviter des notations trop lourdes, on se limitera au modèle de base où ρV sera désigné simplement
par ρ. En effet, l’équation du point fixe, vérifiée par ρ pour le modèle de base, est valable, avec de
simples adaptations, pour le modèle raffiné et le modèle avec boucles. Rappelons que, d’après le
Théorème 2.2.1, la mesure stationnaire π est le produit d’une distribution géométrique de paramètre
ρ et d’une distribution de Poisson de paramètre ρλ/η sur {(k, l) ∈ N2, k+ l 6 c}, où ρ est donné par
une équation de point fixe. Cette métrique est utilisée dans les travaux connexes pour de tels systèmes
[FG16], [FGM12] et [FMB20]. Elle facilitera donc la comparaison. Comme dans ces travaux, notre
objectif est d’étudier l’influence du dimensionnement sur les performances du système, l’ajustement
de la taille de la flotte étant le premier levier de l’opérateur. L’intuition est qu’il existe une taille
de flotte optimale caractérisée par un ratio s = lim

N→+∞
M/N tel que la probabilité qu’une station

soit problématique soit minimale. Par la courbe paramétrique ρ 7→ (s(ρ), P b(ρ)), il en résulte que
la proportion limite de stations problématiques Pb est aussi fonction de s puisque s et Pb sont
des fonctions explicite de ρ. L’étude de cette courbe paramétrique établit l’existence et l’unicité
d’une taille de flotte optimale s∗. L’écart par rapport à l’optimum pour un modèle homogène sans
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réservation, typiquement un système de vélopartage tel que étudié dans [FG16] peut être mesuré. En
effet, il est prouvé dans [FG16] que la proportion limite stationnaire de stations problématiques a un
minimum unique Pb∗ = 2/(c+ 1) pour le paramètre de taille de la flotte s∗ = c/2 + λ/µ. Pour le
modèle de base avec réservation, on obtient que

lim
η→+∞

Pb∗ − 2/(c+ 1)
λ/η

= 2
(c+ 1)2

lim
η→+∞

s∗ − (c/2 + λ/µ)
λ/η

= c2 − 3c/2− 1
2(c− 1)2 .

Notons que, si c tend vers l’infini, ces limites sont respectivement équivalentes à 2/c2 et 1/2. En
conclusion, Pb et s à l’optimalité ont respectivement des termes supplémentaires en λ/η par rapport
au cas sans réservation de voiture et sont donnés pour c grand par

Pb∗ ∼ 2
c+ 1 + 2

c2
λ

η
pour s∗ ∼ c

2 + λ

µ
+ λ

2η .

Ces résultats quantitatifs confirment l’impact "négatif" de la réservation sur le système puisque la
proportion limite minimale de stations problématiques est plus grande que dans le cas sans réservation.
Ceci doit être tempéré par le fait que le terme additif 2λ/c2η est petit pour un temps de réservation
moyen 1/η assez petit. On voit aussi que l’opérateur aura intérêt à "mettre" plus de voitures par
station pour tenir compte de la réservation de la voiture.

La courbe paramétrique ρ 7→ (s(ρ), P b(ρ)) est représentée dans la Figure 2.5 pour des paramètres
inférés à partir des données réelles fournies par l’opérateur Communauto pour son système d’au-
topartage en free-floating à Montréal, appelé aussi Flex : les temps de trajet ont une distribution
exponentielle avec une moyenne de 1 h 22 mn et les temps de réservation ont une distribution
exponentielle avec une moyenne de 17 mn. Ces moyennes sont issues des données bien que les
distributions des temps de trajet et de réservation réelles ne soient pas exponentielles. L’usager réserve
avec une probabilité α = 0, 84 et quitte le système à la fin de réservation sans prendre la voiture
avec une probabilité β = 0, 2. La Figure 2.5 confirme que l’écart en terme de performance dû à la
réservation est assez négligeable. On constate que la proportion limite Pb est élevée dans deux cas :

— dans n’importe quel régime (faible ou fort trafic), lorsque le nombre de voitures est faible, et
Pb augmente avec un trafic élevé,

— en cas de faible trafic, lorsque le nombre de voitures par stations est proche de la capacité.
Le premier scénario peut être évité en augmentant le nombre de voitures partagées et le second en le
réduisant par rapport à la capacité.
Nous observons sur le graphique l’existence et l’unicité du minimum intuitivement deviné. Notons que
le minimum se déplace vers la droite avec la demande, ce qui signifie que le paramètre de taille de
flotte optimale noté s∗ est croissant avec la demande dont le taux est noté λ. Ainsi, avec une forte
demande, un système dont le paramètre de taille de flotte s est proche de c peut être performant.

La réservation de la place de parking

D’un point de vue applicatif, un modèle où seule la place de parking peut être réservée par l’usager
ne correspond pas à un système d’autopartage réel. Mais, d’un point de vue technique, c’est un
modèle intermédiaire qui permet d’aborder les questions d’existence et d’unicité du point d’équilibre
du système dynamique associé au modèle de la double réservation présenté à la prochaine section.
Pour ce modèle de réservation de la place de parking, on obtient dans [FMB20] que l’état d’une
station donnée se comporte en approximation champ-moyen comme le nombre de clients dans deux
files d’attente en tandem dont la capacité globale est c : une file M/M/∞ (les réservations), avec
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Figure 2.5 – Courbe paramétrique ρ 7→ (s(ρ), P b(ρ)) pour c = 10 (a) et c = 20 (b) pour le
modèle d’autopartage avec réservation de la voiture (Flex Montréal) et celui sans réservation
(vélopartage). Pour les deux cas : ν/µ = 4.

un taux d’arrivée λ(1− y.,0), où y.,0 est le proportion limite de stations sans voitures, et un taux de
service µ, et une file M/M/1 (les voitures), où les clients viennent de la première file, avec un taux
de service λ(1− yS) où yS est la proportion de stations saturées, c’est-à-dire sans place de parking
disponible. Un point surprenant est que, contrairement à la réservation de la voiture, établir l’unicité
du point d’équilibre ici est plus compliqué d’un point de vue combinatoire vue la relation implicite
entre les deux paramètres ρR et ρV .

2.3 Double réservation

La réservation devient techniquement un vrai défi quand on tient compte de la réservation de la voiture
(au départ) et de la place de parking (à destination). C’est typiquement ce que proposait Autolib’,
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le système d’autopartage qui a existé à Paris de 2011 à 2018. Sa flotte était composée, en juillet
2016, de 3 980 véhicules électriques, appelés Bluecars, répartis dans 1 084 stations de l’agglomération
parisienne avec 5 935 points de charge. Plus de 126 900 abonnés avaient été enregistrés pour le
service. Intuitivement, la double réservation est un confort pour les usagers, qui a forcément un coût
pour le système en terme de performance. Dans [FM25], nous proposons un modèle homogène afin
de mesurer l’impact de la double réservation sur le comportement en temps long du système.

Le modèle

Dans [FM25], on considère un modèle où l’usager réserve une voiture à une station de départ donnée
et, en même temps, une place de parking à une station destination. S’il n’y a pas de voiture ou de
place de parking disponible, l’usager quitte le système. Dans le cas contraire, il s’écoule un certain
temps, appelé temps de réservation, entre la réservation de la voiture et sa prise en charge. Le temps
de réservation a une distribution exponentielle avec une moyenne de 1/ν. Vient ensuite le trajet dont
la durée est supposée avoir une distribution exponentielle avec une moyenne de 1/µ. A la fin de son
trajet, l’usager gare la voiture à l’emplacement réservé dans la station de destination et quitte le
système.
Un espace d’état tridimensionnel (voitures réservées, places réservées et voitures disponibles) pour
chaque station ne permet pas de décrire complètement le système comme un processus de Markov, car
le temps de réservation de la place de parking est la somme de deux variables à distribution exponentielle
(temps de prise en charge de la voiture et temps de trajet). Il faut alors distinguer les places de
parking réservées par les usagers qui ne se déplacent pas encore de celles réservées par les usagers qui
se déplacent. Pour une description markovienne du système, il faut considérer un processus d’état qui
tient compte de l’interaction entre les stations départ et destination

(
XN (t) = XN

i,j(t), 0 ≤ i, j ≤ N
)

où, pour 1 ≤ i, j ≤ N , à l’instant t,
— XN

i,j(t) est le nombre de voitures réservées à la station i avec un espace de stationnement
réservé à la stationj,

— XN
0,j(t) est le nombre de places de parking réservées à la station j par des usagers conduisant,

— XN
i,0(t) est le nombre de voitures disponibles à la station i.

Le processus (XN (t)) est un processus de Markov irréductible sur un espace d’états finix = (xi,j) ∈ N(N+1)2
,
N∑
j=0

xi,j +
N∑
j=0

xj,i 6 c,
N∑

06i,j6N
xi,j = M

 , (2.3)

où c désigne la capacité finie de chaque station.

A la recherche d’un "bon" processus d’état

La dimension de (XN (t)) est de l’ordre de N2, ce qui ne se prête pas à une analyse champ-moyen
lorsque N tend vers l’infini. Nous introduisons alors un autre processus, (ZN (t) = ZNi (t), 1 ≤ i ≤ N)
tel que l’état d’une station i à un instant t > 0 est donné par

(
ZNi (t) := Rr,Ni (t), RNi (t), V N

i (t), V r,N
i (t)

)
où

— Rr,Ni (t) est le nombre de places de parking réservées par des usagers qui n’ont pas commencé
leurs trajets,

— RNi (t) est le nombre de places de parking réservées par des usagers en déplacement,
— V N

i (t) est le nombre de voitures disponibles,
— V r,N

i (t) est le nombre de voiture réservées.
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Le processus (ZN (t)) permet de bien décrire le système et de capturer sa performance, comme le
fait qu’une station soit vide ou pleine. Ainsi, il donne un état suffisamment fin des stations tout en
gardant une dimension linéaire en N . Il s’exprime comme fonction du processus de Markov (XN (t))

RNi (t) = XN
0,i(t), Rr,Ni (t) =

N∑
j=1

XN
j,i(t),

V N
i (t) = XN

i,0(t), V r,N
i (t) =

N∑
j=1

XN
i,j(t).

Néanmoins, le processus (ZN (t)) n’est pas markovien. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire ses
équations d’évolutions et de voir qu’elles ne sont pas autonomes, c’est-à-dire qu’elles ne s’écrivent
pas exclusivement en fonction du processus (ZN (t)). Pour celà, introduisons les processus ponctuels
indépendants suivants. La réservation d’une voiture à la station i est un point d’un processus de
Poisson NU,N

λ,i sur R2
+. Pour la réservation d’une voiture à la station i et d’une place de parking à la

station j, le temps écoulé entre le moment où l’utilisateur effectue une réservation et le moment où la
voiture est récupérée est associé à un processus de Poisson Nν,i,j sur R+. Nous avons besoin d’une
suite i.i.d. de tels processus (Nν,i,j,l, l ∈ N) car les voitures sont prises indépendamment les unes des
autres. Et de même pour les durées de trajet des voitures déposées à la station j, associées à une
suite (Nµ,j,l, l ∈ N) de processus de Poisson indépendants. Ainsi, le processus (ZN (t)) est solution
des équations d’évolution stochastiques suivantes.

dRNi (t) =
∑∞
l=1
∑N
j=1 1{l6XN

j,i(t−)}Nν,j,i,l(dt)−
∑∞
l=1 1{l6RNi (t−)}Nµ,i,l(dt),

dRr,Ni (t) =
∑N
j=1 1{V Nj (t−)>0, SNi (t−)<c} N

U,N
λ,j (dt, {i})−

∑N
j=1

(∑∞
l=1 1{l6XN

j,i(t−)}Nν,j,i,l(dt)
)
,

dV N
i (t) =

∑∞
l=1 1{l6RNi (t−)}Nµ,i,l(dt)−

∑N
j=1 1{V Ni (t−)>0, SNj (t−)<c} N

U,N
λ,i (dt, {j}),

dV r,N
i (t) =

∑N
j=1 1{V Ni (t−)>0, SNj (t−)<c} N

U,N
λ,i (dt, {j})−

∑N
j=1

(∑∞
l=1 1{l6XN

i,j(t−)}Nν,i,j,l(dt)
)

(2.4)

où on désigne par

SNi (t) = Rr,Ni (t) +RNi (t) + V N
i (t) + V r,N

i (t)

le nombre de places de parking indisponibles à la station i à l’instant t. Notons que SNi (t) est une
fonction de ZNi (t).
Il est remarquable que, malgré cette description non-markovienne, l’état (ZNi (t)) d’une station i
donnée (1 ≤ i ≤ N) converge en distribution, lorsque N tend vers l’infini, vers un processus de
Markov inhomogène (Z(t)) = (Rr(t), R(t), V (t), V r(t)) satisfaisant l’équation de Fokker-Planck
suivante

d

dt
E
(
f(Z(t))

)
= λP(V (t) > 0)E

(
(f(Z(t) + e1)− f(Z(t))1{S̄(t)<K}

)
+ νE

(
(f(Z(t) + e2 − e1)− f(Z(t)))1{Rr(t)>0}

)
+ µE

(
(f(Z(t) + e3 − e2)− f(Z(t)))1{R(t)>0}

)
+ λP(S(t) < K)E

(
(f(Z(t) + e4 − e3)− f(Z(t)))1{V (t)>0}

)
(2.5)

+ νE
(
(f(Z(t)− e4)− f(Z(t)))1{V r(t)>0}

)
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avec e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1), f une fonction à support fini
dans N4 et S(t) = Rr(t) +R(t) + V (t)) + V r(t) le nombre limite des places de parking indisponibles
à la station i à l’instant t. Le processus asymptotique (Z(t)) = ((Rr(t), R(t), V (t), V r(t)) est
un processus de sauts avec des taux dépendants du temps, appelé processus de McKean–Vlasov.
Cette convergence champ-moyen n’est pas du tout standard puisque la limite champ-moyen est
généralement obtenue pour un processus de Markov. Le même phénomène est prouvé dans un cadre
entièrement différent, pour un modèle de réseau avec des défaillances dans [ARS18]. Il est à noter
que, contrairement au modèle de la double réservation étudié dans [FM25], le modèle considéré
dans [ARS18] induit des sauts simultanés, ce qui rend les preuves encore plus techniques. Comme
le célèbre modèle de Gibbens, Hunt et Kelly ([GHK90, GM93]), le modèle de la double réservation
inspiré d’Autolib’ présente des interactions fortes qui disparaissent dans la limite champ-moyen.

Le processus limite : un processus de McKean–Vlasov

Je présente ici une approche heuristique où on "devine" le processus limite avant d’établir la convergence
champ-moyen vers ce processus. Supposons que, pour 1 ≤ i ≤ N , (ZNi (t)) converge en distribution
vers un processus donné (Z(t)) = (Rr(t), R(t), V (t), V r(t)). Je me limiterai à deux termes qui
apparaissent sur les deux premières équations d’évolution stochastiques (2.4).
Soit PNi la mesure aléatoire sur R+ définie par

PNi ([0, t]) =
∫ t

0

N∑
j=1

( ∞∑
l=1

1{l6XN
j,i(s−)}Nν,j,i,l(ds)

)
.

PNi est un processus ponctuel (dont la taille des sauts est 1) sur R+ avec comme processus croissant

ν

∫ t

0

N∑
j=1

XN
j,i(s) ds = ν

∫ t

0
RN,ri (s) ds.

Voir [Rob13] par exemple. En admettant la convergence en distribution du processus (ZNi (t)), on
obtient que PNi converge vers un processus de Poisson inhomogène P∞ d’intensité (νRr(t)) donné
par

P∞(dt) =
∫
R+

1{06h6Rr(t−)}N ν,1(dt, dh)

où N ν,1 est un processus de Poisson d’intensité νdhdt. De même, considérons aussi le processus
ponctuel QNi sur R+ défini par

QNi ([0, t]) =
∫ t

0

N∑
j=1

1{V Nj (s−)>0, SNi (s−)<c} N
U,N
λ,j (ds, {i})

dont le processus croissant est donné par

λ

∫ t

0
1{SNi (s)<c}

1
N

N∑
j=1

1{V Nj (s)>0}ds.

Intuitivement, grâce à l’indépendance asymptotiques des stations, on obtient, quand N tend vers
l’infini, un résultat de type Loi des Grands Nombres,

1
N

N∑
j=1

1{V Nj (t)>0} → P(V (t) > 0).
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Ainsi, formellement, quand N tend vers l’infini, QNi converge vers un processus de Poisson inhomogène
Q∞ d’intensité (λ1{S(t)<c}P(V (t) > 0)). En d’autres termes,

Q∞(dt) =
∫
R+

1{06h61
S(t−)<c}P(V (t−)>0)}N λ,1(dt, dh).

Ainsi, en passant à la limite quand N tend vers l’infini dans le système (2.4), on obtient formellement

dRr(t) =
∫
R+

1{06h61{S(t−)<c}P(V (t−)>0)}N λ,1(dt, dh)−
∫
R+

1{06h6Rr(t−)}N ν,1(dt, dh),

dR(t) =
∫
R+

1{06h6Rr(t−)}N ν,1(dt, dh)−
∑+∞
l=1 1{l6R(t−)}Nµ,l(dt),

dV (t) =
∑+∞
l=1 1{l6R(t−)}Nµ,l(dt)−

∫
R+

1{06h61{V (t−)>0}P(S(t−)<K)}N λ,2(dt, dh),

dV r(t) =
∫
R+

1{06h61{V (t−)>0}P(S(t−)<c)}N λ,2(dt, dh)−
∫
R+

1{06h6V r(t−)}N ν,2(dt, dh).

(2.6)

Ces équations différentielles stochastiques dont les coefficients dépendent non seulement de l’état du
processus inconnu, mais également de sa loi de probabilité, sont dites EDS de McKean–Vlasov, avec
comme bruit dans notre cas des processus de Poisson. Également appelées EDS type champ-moyen,
elles ont d’abord été étudiées en physique statistique par Kac [Kac56] et représentent en quelque sorte
le comportement moyen d’un nombre infini de particules. Voir [McK66, Szn89] pour plus de détails.
Un premier résultat de [FM25] établit l’existence et l’unicité du processus stochastique solution du
système d’EDS (2.6). Soit T > 0 fixé et soit DT = D([0, T ],P(χ)) l’ensemble des fonctions càd-làg
de [0, T ] dans P(χ) avec χ =

{
(w, x, y, z) ∈ N4;w + x+ y + z ≤ c

}
.

Théorème 2.3.1 (Processus de McKean–Vlasov)
Pour tout (w, x, y, z) ∈ χ, le système d’équations

Rr(t) = w +
∫∫

[0,t]×R+
1{06h61{S(s−)<c}P(V (s−)>0)}N λ,1(ds, dh)

−
∫∫

[0,t]×R+
1{06h6Rr(s−)}N ν,1(ds, dh),

R(t) = x+
∫∫

[0,t]×R+
1{06h6Rr(s−)}N ν,1(ds, dh)

−
∫ t

0
∑+∞
l=1 1{l6R(s−)}Nµ,l(ds),

V (t) = y +
∫ t

0
∑+∞
l=1 1{l6R(s−)}Nµ,l(ds)

−
∫∫

[0,t]×R+
1{06h61{V (s−)>0}P(S(s−)<c)}N λ,2(ds, dh)

V r(t) = z +
∫∫

[0,t]×R+
1{06h61{V (s−)>0}P(S(s−)<K)}N λ,2(ds, dh)

−
∫∫

[0,t]×R+
1{06h6V r(s−)}N ν,2(ds, dh),

(2.7)
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admet une solution unique (Rr(t), R(t), V (t), V r(t)) dans DT .

Notons que la solution du système d’EDS (2.7) satisfait l’équation de Fokker–Planck (2.5).
L’étape suivante est de prouver la convergence champ-moyen pour le processus d’état simplifié
(ZN (t)), c’est-à-dire que la suite des processus de mesure empirique (ΛN (t)) converge en distribution
vers (Z(t)). Cela signifie que, pour toute fonction f à support fini, la suite des processus (ΛN (t)(f))
converge en distribution vers

(
E(f(Z(t)))

)
avec, rappelons-le, le processus de mesure empirique

ΛN (t) de (ZNi (t), 1 6 i 6 N) défini pour toute fonction f à support fini dans χ, par

ΛN (t)(f) = 1
N

N∑
i=1

f(ZNi (t)) = 1
N

N∑
i=1

f(Rr,Ni (t), RNi (t), V N
i (t), V r,N

i (t)).

Comme le processus (ZN (t)) n’est pas markovien, le processus de mesure empirique (ΛN (t)) ne l’est
pas.
Théorème 2.3.2 (Convergence champ-moyen)

La suite des processus de mesure empirique (ΛN (t)) converge en distribution vers un processus
(Λ(t)) ∈ D([0, T ],P(χ)) défini par, pour f à support fini dans χ,

Λ(t)(f) = E(f(Z(t)))

avec (Z(t)) l’unique solution de l’équation (2.7). De plus, pour tout k > 1 et pour 1 6 i1 <
. . . < ik 6 N , la suite à support fini des marginales (ZNi1 (t), . . . , ZNik (t)) converge en distribution
vers (Zi1(t), . . . , Zik(t)), où (Zi1(t)),. . ., (Zik(t)) sont des variables aléatoires indépendantes de
même distribution que (Z(t)).

La dernière propriété est dite propagation du chaos. Voir [Szn89] pour plus de détails.

Le point d’équilibre du processus limite

L’étude du comportement du système en temps long nécessite de poser le problème de l’existence et
surtout de l’unicité de la mesure invariante du processus limite (Z(t)), puisque, pour les processus
de Markov inhomogènes, il peut y avoir plusieurs mesures invariantes. Dans [FM25], nous prouvons
l’existence d’une mesure invariante unique dans un cadre restreint. La preuve est basée sur trois
arguments principaux. Tout d’abord, en appliquant la théorie des files d’attente, le processus limite
de McKean-Vlasov (Z(t)) est identifié à un tandem de quatre files d’attente à capacité globale fixée
c et avec une mesure invariante de forme-produit explicite bien connue. Cela signifie que Rr(t), R(t),
V (t) et V r(t) sont respectivement les nombres de clients dans

– la première file d’attente, une M/M/∞ avec un taux de service de ν,
– la seconde, une M/M/∞ avec un taux de service de µ,
– la troisième, une M/M/1 avec un taux de service variable λP(S(t) < c) à l’instant t.
– et la dernière, une M/M/∞ avec un taux de service ν,

tandis que le processus d’arrivée est un processus de Poisson inhomogène d’intensité λP(V (t) > 0)dt.
Voir la Figure 2.6 pour une illustration. Soient η1, ρ1, ρ2 et η2 les rapports entre le taux d’arrivée et
le taux de service pour les quatre files d’attente de gauche à droite (comme indiqué sur la Figure 2.6).
Par définition, on obtient

η1(t) = λ

ν
P(V (t) > 0), ρ1(t) = λ

µ
P(V (t) > 0),

ρ2(t) = P(V (t) > 0)
P(S(t) < c)

, η2(t) = λ

ν
P(V (t) > 0),

(2.8)
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λP(V (t) > 0)

Rr

ratio η1

ν
R

ratio ρ1

µ V

ratio ρ2

λP(S(t) < c)

V r

ratio η2

ν

Figure 2.6 – (Z(t)) vu comme un tandem de 4 files d’attente. Les files verticales sont des
M/M/∞, l’horizontale une M/M/1. La capacité globale est c.

ce qui nous permet d’écrire la mesure invariante du quadruplet (Rr(t), R(t), V (t), V r(t)) comme suit

πj,k,l,m(ρ) = 1
Z(ρ)

ηj1ρ
k
1

j!k! ρ
l
2
ηm2
m! (2.9)

où, pour alléger les notations, (η1, ρ1, ρ2, η2) est noté ρ et la constante de normalisation est donnée
par

Z(ρ) =
∑

j+k+l+m6c

ηj1ρ
k
1

j!k! ρ
l
2
ηm2
m! .

Si le tandem des 4 files d’attente décrit ci-dessus est à l’équilibre, alors

0 = π(ρ(t))Lρ(t)

où Lρ(t) désigne le générateur infinitésimal du processus (Z(t)) et ρ(t) = (η1, ρ1, ρ2, η2)(t) est donné
par l’équation (2.8). Le point d’équilibre est alors la mesure de probabilité π(ρ) définie par (2.9) telle
que ρ = (η1, ρ1, ρ2, η2) satisfait le système suivant

η1 = λ

ν
(1− π0V (ρ)),

ρ1 = λ

µ
(1− π0V (ρ)),

ρ2 = 1− π0V (ρ)
1− πS(ρ) ,

η2 = λ

ν
(1− π0V (ρ))

(2.10)

avec π0V (ρ) =
∑
j+l+m6c πj,0,l,m(ρ) et πS(ρ) =

∑
j+k+l+m=c πj,k,l,m(ρ). Considérant ce tandem de

files d’attente comme une station, π0V (ρ) est la probabilité qu’aucune voiture ne soit disponible dans
cette station et πS(ρ) celle que la station soit saturée, c’est-à-dire qu’aucune place de parking n’y
soit disponible.
Enfin, rappelons que le nombre moyen de voitures par station est fixé à s, on obtient alors une
contrainte qui vient s’ajouter au système (2.10)

s =
∑

j+k+l+m6c

(k + l +m)πj,k,l,m(ρ).

Après simplification du système (2.10), le problème de l’existence et de l’unicité de la mesure invariante
du processus de Markov inhomogène (Z(t)) est réduit à un problème de point fixe en dimension 2.
Le théorème d’inversion globale et une propriété de monotonie nous permettent de conclure. Les deux
derniers arguments sont basés sur des calculs combinatoires. On obtient alors le théorème suivant
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Théorème 2.3.3
Pour ν assez grand, il existe un unique point d’équilibre pour l’équation de Fokker–Planck (2.5)
donné par la mesure de probabilité π(ρ) définie par l’équation (2.9) où ρ = (µν ρ1, ρ1, ρ2,

µ
ν ρ1) et

(ρ1, ρ2) désigne l’unique solution de{
ρ1 = λ

µ(1− π0V (ρ)),
s =

∑
j+k+l+m6c(k + l +m)πj,k,l,m(ρ).

(2.11)

La monotonie est simplement prouvée lorsque le temps de réservation moyen 1/ν est suffisamment
petit. Nous sommes convaincus que cette hypothèse est technique mais la preuve nécessite d’autres
outils. Le système (2.11) permet d’obtenir numériquement (ρ1, ρ2) pour un paramètre s fixé puisque
les probabilités π0V (ρ) et πj,k,l,m(ρ) ne sont que des fractions rationnelles de ρ1 et ρ2. Ceci nous
permet de mesurer la performance du système en gardant la même métrique que les autres modèles,
à savoir la proportion limite de stations sans voiture ou place de parking disponible.

2.4 Pour aller plus loin : la politique de réservation

L’opérateur d’autopartage Communauto propose deux types de formules à Montréal : avec et
sans stations physiques. On se focalise ici sur l’offre basée sur des stations physiques où les usagers
peuvent utiliser une voiture garée dans l’une des stations réparties dans la ville afin d’effectuer un
trajet puis de ramener la voiture à la station de départ. Ce sont des trajets en boucle. Au départ
d’une voiture, la place de parking lui reste dédiée, donc le problème de saturation ne se pose pas pour
l’usager. Dans chaque station, il y a autant de voitures que de places de parking. Ainsi, les stations
interagissent entre elles seulement à travers le déport d’usagers cherchant une voiture disponible.
Cette formule est principalement destinée aux plus long trajets, planifiés à l’avance, tels que des
déplacements pour une longue période (week-end, vacances. . . ). En pratique, les usagers ont accès
à une application pour réserver une voiture. Le moment où un usager réserve un créneau futur est
appelé temps d’inscription. La réservation peut s’effectuer jusqu’à un mois à l’avance. On peut séparer
en deux le temps entre l’inscription d’une réservation et la fin de la réservation : Le temps s’écoulant
entre l’inscription et le début de la réservation est appelé temps de pré-réservation, le temps de
réservation correspond lui à la durée de réservation elle-même (et non durée de trajet).

Inscription Début de la
réservation

Fin de la
réservation

Pré-réservation Réservation

Figure 2.7 – Schéma d’une réservation

Précisons qu’il est possible pour un usager d’annuler une réservation effectuée ou encore de
rendre la voiture avant la fin prévue de la réservation. Dans ce dernier cas, on parlera de fin de
réservation anticipée. Une étape préliminaire d’analyse de données opérateur sur l’année 2021 a permis
de comprendre le fonctionnement du système, de visualiser le caractère stochastique des réservations
(on observe ainsi sur la Figure 2.8 de grandes fluctuations) et d’approcher les lois des différentes
durées de temps en question.
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Figure 2.8 – Evolution des réservations au cours de l’année 2021

Hypothèses de modélisation

Précisons qu’on considère que les voitures sont indiscernables et que les usagers ne réservent pas une
voiture spécifique mais une voiture quelconque du système. Lorsque la demande est forte, on fait
l’hypothèse qu’un usager est près à se déplacer "à l’autre bout de la ville" pour une voiture disponible
pour le créneau horaire recherché. Autrement dit, l’usager réserve un créneau et non une voiture à
une station donnée. On désigne par C le nombre total de voitures du systèmes à travers l’ensemble
des stations. Ce nombre sera appelé capacité du système, à distinguer de la notion de capacité d’une
station.
Ainsi, nous faisons le choix d’un modèle stochastique dans lequel C voitures sont disponibles pour des
demandes de réservation qui arrivent au taux λ. Lorsque l’usager effectue une demande de réservation,
si une voiture est disponible pour la totalité du créneau horaire futur recherché, une réservation est
effectuée pour ce créneau. Dans le cas contraire, la demande est rejetée.

Capacité infinie : un premier modèle simplifié

Dans ce cas purement théorique, toutes les demandes de réservation sont acceptées puisque la capacité
(nombre total de voitures) est infinie.
On considère pour l’instant un modèle simplifié où les usagers réservent à l’avance un créneau dans le
futur et ne peuvent ni l’annuler ni le finir prématurément. Les réservations sont modélisées par un
processus de Poisson marqué (tn, pn, σn) sur R3

+ avec :
— tn est l’instant d’inscription de la réservation, suivant un processus de Poisson de paramètre λ.
— pn est la durée de pré-réservation de la réservation.
— σn est la durée de réservation.

La suite (pn, σn) est i.i.d et (tn) et (pn, σn) sont indépendantes. On note (p, σ) un couple de variables
aléatoires ayant même loi que les (pn, σn).
On introduit aussi la notion de nombre de réservations actives à un instant donné correspondant au
nombre de véhicules réservés à cet instant, ayant fini la période de pré-réservation mais pas encore
celle de réservation proprement dite. Il vaut

L(t) =
∞∑
n=0

1{tn+pn6t<tn+pn+σn}. (2.12)

En notant Bt = {(u, x, y) ∈
(
R+)3 |u + x < t < u + x + y}, on obtient que L(t) = N (1Bt). Et

donc, on peut montrer que, ∀t > 0, on a

E(L(t)) = E
(

min((t− p)+, σ)
)
.
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Dans le cas d’une capacité infinie, si on fait abstraction de la pré-réservation (pn ≡ 0), notre modèle
est simplement une file d’attente M/G/∞. Le nombre de client dans une telle file est donnée par

L(t) =
∞∑
n=0

1{tn6t<tn+σn} = N (1At)

avec At = {(u, x) ∈
(
R+)2 |u < t < u+ x}. Afin de décrire le comportement stationnaire d’une telle

file, l’étude de la limite fluide du processus (L(t)) s’avère être très adaptée. En effet, cette méthode
de renormalisation est l’une des rares techniques disponibles pour les cas où les services des clients
sont généraux et non plus exponentiels. On définit le processus normalisé LN (t) := LN (t)

N
où LN (t)

est un processus similaire à (L(t)) avec un taux d’arrivée Nλ. Ceci revient, en un certain sens, à
accélérer le temps et renormaliser l’espace par un même facteur d’échelle N . La limite, quand N tend
vers l’infini, de (LN (t)) est appelée limite fluide du processus d’origine (L(t)). En suivant la même
démarche que dans [FJ07], on décompose le terme non martingale dans (2.12)

LN (t) = NN (1Bt) =
∫
R3

+

1Bt(u, x, y)NN (du, dx, dy)

=
∫
R3

+

1{0≤u+x≤t)}NN (du, dx, dy)−
∫
R3

+

1{0≤u+x+y≤t)}NN (du, dx, dy)

=
∫
R3

+

1{0≤u≤t)}NN,φ1(du, dx, dy)−
∫
R3

+

1{0≤u≤t)}NN,φ2(du, dx, dy)

où
– NN est un processus de Poisson de paramètre Nλ,
– NN,φi est un processus de Poisson dont l’intensité est l’image de l’intensité de NN par φi
– φ1 : (u, x, y) 7→ (u+ x, x, y) et φ2 : (u, x, y) 7→ (u+ x+ y, x, y)

de façon à décomposer le processus normalisé LN (t) en un terme martingale et un autre déterministe

LN (t) = LN (t)
N

= MN,1(t)
N

− MN,2(t)
N

+ λE
(

min((t− p)+, σ)
)
.

où (MN,i(t)) sont deux martingales, chacune par rapport à sa filtration. Ceci n’empêche pas de
montrer que chacun des deux termes martingales normalisées tend vers 0 quand N devient grand
grâces aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de Doob.
La même démarche est vraie quand on tient compte de la possibilité d’annulation et de retour anticipé.
Notons alors par

– an le temps d’annulation de la réservation (le temps entre l’inscription et l’annulation de la
réservation),

– rn le temps de retour anticipé du véhicule.
On peut alors énoncer le résultat suivant
Théorème 2.4.1 (Limite fluide pour une capacité infinie)

Le processus normalisé (LN (t)) converge quand N tend vers l’infini vers

x(t) = λE
(
1{p≤a}min((t− p)+, σ, r)

)
.

Ainsi, le comportement macroscopique stationnaire du processus initial (L(t)) est donné par

lim
t→+∞

x(t) = λE
(
1{p≤a}min(σ, r)

)
.

La Figure 2.9 est une simulation numérique avec de données réelles qui valide bien le fait que la limite
fluide obtenue ici est un bon indicateur du comportement du système, avec ou sans pré-réservation.
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Figure 2.9 – Comparaison de la limite fluide et de la mesure empirique.

Capacité finie : le modèle "Tetris"

Temps

Capacité

du système

Réservation
impossible

Réservation
possible

Figure 2.10 – Schéma représentant le modèle "Tetris"

Pour un modèle plus réaliste, il faut tenir compte de la capacité. Afin de visualiser la condition
d’acceptabilité des réservations, on peut représenter les réservations successives comme des pièces
d’une certaine longueur proportionnelle à la longueur du créneau réservé. On peut alors représenter les
réservations successives comme différentes pièces tombant dans une grille de "Tetris" infinie, l’axe des
abscisses représentant l’axe temporel. Chaque réservation descend alors sur le créneau que le client
souhaite réserver et la réservation est acceptée uniquement si ce bloc peut se retrouver en totalité
en dessous de la capacité du système. La Figure 2.10 schématise ce modèle de déposition pour un
système d’une capacité maximale égale C = 4.
Pour le moment, seule une bande supérieure pour la limite fluide xC(t) du processus (L(t)) est
établie.

xC(t) ≤ min
(
λE
(
1{p≤a}min((t− p)+, σ, r)

)︸ ︷︷ ︸
x(t)

, C
)

(2.13)
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où x(t) est la limite fluide obtenue pour une capacité infinie. Dans le cas d’une capacité finie, tout
reste à faire, notamment la question d’une limite fluide explicite ou encore l’existence d’une transition
de phase, mise en évidence par simulations, entre deux régimes, un saturé et un non saturé. En effet,
dans le régime saturé, on observe l’apparition d’une valeur à long terme de la limite fluide, autrement
dit un nombre de réservation maximal, C∗ < C. Ceci n’est pas le cas pour le régime non saturé.
La Figure 2.11 est une comparaison entre le comportement de la limite fluide "réelle" du système
à travers sa mesure empirique et celle à laquelle on s’attend intuitivement, soit la borne supérieure
(2.13). On y voit apparaître deux régimes. Ces questions font l’objet de travaux en cours. Remarquons
aussi que ces questions autour de la réservation dans le futur dépassent le cadre des systèmes de
partages de véhicules et sont valables pour de nombreux domaines (hôtels, gestion de salles à usage
collectif . . . )

Figure 2.11 – Comparaison des limites fluides empirique et intuitive. Mise en évidence de deux
régimes.
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Chapitre 3

Le free-floating : un environnement qui
varie rapidement

Collaborations avec Christine Fricker, Alessia Rigonat et Martin Trépanier.

3.1 Motivation

Dans le chapitre précédant, nous avons évoqué brièvement les systèmes de partages de voitures
sans stations physiques, appelés free-floating. Dans la littérature transport, ces systèmes sont assimilés
à des systèmes d’autopartage classiques avec des pseudo-stations (par découpage de la zone de service
en un maillage composé de petites zones géographiques dont la superficie varie entre 0.25 km2 et
1 km2). Reste alors le paramètre capacité à définir. Dans cette première approche, ces pseudo-stations
sont considérées à capacité fixe. En pratique, l’opérateur considère le nombre maximum de voitures
partagées garées simultanément dans la pseudo-station comme étant sa capacité. Ce choix n’est
pas pertinent. En effet, les voitures free-floating et les voitures privées se partagent les places de
parking dans ces pseudo-stations. Les voitures free-floating étant beaucoup moins nombreuses que
les voitures particulières, cette capacité globale est donc principalement occupée par ces dernières.
Ainsi, les voitures free-floating disposent d’une capacité résiduelle aléatoire. Cette caractéristique est
spécifique aux systèmes d’autopartage en free-floating. Il s’agit d’une différence majeure par rapport
aux systèmes basés sur des stations physiques, où la capacité d’une station est fixe.

3.2 Le modèle

Dans [FMRT25, FMR25], nous avons proposé un nouveau modèle stochastique, dédié au free-
floating prenant en compte les interactions entre les voitures privées et les voitures partagées à
travers le partage des places de parking sur l’espace publique. Ce point de vue est original et semble
beaucoup plus pertinent pour le système que l’approche classique utilisée jusqu’à présent. Considérons
un système d’autopartage en free-floating de grande taille, c’est-à-dire avec un grand nombre de
pseudo-stations noté N . Ainsi, N sera notre paramètre d’échelle. Nous partons du principe que la
capacité totale de parking d’une pseudo-stations de superficie 1 km2 est grande, disons de l’ordre de
N , ainsi que la taille de la flotte, c’est à dire le nombre des voitures partagées, M ∼ sN où s est le
paramètre de dimensionnement recherché par l’opérateur.
L’homogénéité étant naturelle pour une approche champ-moyen, nous considérons un ensemble de
N nœuds (pseudo-stations), chacun ayant une capacité fixe cN , où c est une constante positive.
Il y a deux types de clients (voitures). Un nombre fixe M ∼ sN de clients de type 1 (les voitures
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partagées) se déplacent parmi les N nœuds. Au taux λ, un de ces clients quitte un nœud. Après un
temps de trajet de moyenne 1/µ, il rejoint un autre nœud choisi au hasard. Si le nœud choisi est
saturé, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de place disponible, un second trajet de même loi est entamé vers
un autre nœud choisi au hasard et ainsi de suite jusqu’à ce qu’à trouver un nœud non saturé. Les
clients de type 2 (les voitures privées) entrent et sortent du système, sans se déplacer entre ses nœuds.
En effet, ils arrivent à un nœud donné à un taux αN et y restent pendant un temps de service de
moyenne 1/β avant de quitter le système. S’il n’y a pas de place disponible à ce nœud, le client de
type 2 quitte le système. Intuitivement, le choix d’un tel taux αN implique que le nombre de clients
de type 2 à un nœud donné est d’ordre N . En revanche, le nombre de clients de type 1 à un nœud
donné est d’ordre M/N soit borné. Ceci reflète le déséquilibre numérique entre les voitures privées et
les voitures partagées dans les systèmes réels. Ce choix de modélisation est conforté par l’analyse
de données de l’opérateur Communauto à Montréal où on comptait en 2023 environ 850 voitures
partagées contre 800 000 voitures privées pour 150 pseudo-stations de 1 km2 chacune.
Tous les temps d’inter-arrivée, de service et de trajet sont indépendants avec des distributions
exponentielles.

3.3 Analyse multi-échelle et approche champ-moyen

Dans notre modèle, sans les clients de type 2, le système se réduit à un réseau fermé de Jackson
où les M clients se déplacent entre N nœuds se comportant en tant que des files d’attente à un
serveur et à capacité cN alors que les routes se comportent comme des files d’attente à une infinité
de serveurs. Sans les clients de type 1, chaque nœud peut être considéré comme une file d’attente
M/M/cN/cN avec un taux d’arrivée accéléré. Cependant, la dynamique de ces files d’attente est
perturbée par la présence d’un petit nombre de clients de type 1 qui, en se déplaçant entre les nœuds,
créent l’interaction dans le système. Intuitivement, la perturbation qu’ils créent est marginale en raison
de la différence d’ordre de grandeur du nombre de clients de chaque type. Ainsi, le comportement
d’un nœud donné est celui d’une file d’attente M/M/cN/cN bien connue, voir [Rob13] par exemple.
On obtient alors deux processus évoluant à deux vitesses différentes. Le nombre d’emplacements
disponibles est le processus rapide alors que le nombre de clients de cette file d’attente M/M/cN/cN ,
renormalisé par N , est le processus lent. En général, le processus lent considère le processus rapide
comme un environnement qui varie rapidement. Voir par exemple [BMP10]. Cette file d’attente et
plus généralement les grands réseaux avec perte [HK94] présentent un principe de moyennisation
stochastique stochastic averaging où le processus lent "voit" le processus rapide à la stationnarité.
Par exemple, pour les réseaux avec perte, la probabilité de blocage du processus lent dans le régime
de forte charge est une quantité moyenne du processus rapide du nombre d’emplacements vides. Des
résultats de convergence sont obtenus pour le processus de mesure d’occupation et différentes échelles
de temps sont souvent utilisées pour étudier le comportement du modèle. Voir [FRZ23] pour une
illustration de ces techniques.

De plus, il existe une transition de phase pour la file d’attente M/M/cN/cN entre un régime
sous-critique (à faible charge) et un régime sur-critique (à forte charge). Voir par exemple [Rob13].
Nous avons l’intuition que notre modèle présente le même phénomène de moyennisation stochastique
et de transition de phase. La transition de phase ne devrait dépendre que des paramètres de
l’environnement, c’est-à-dire de la dynamique des clients de type 2 et de la capacité c.
Dans notre cas, un défi supplémentaire vient s’ajouter suite à la présence de N nœuds, ce qui implique
des résultats de convergence champ-moyen. En effet, l’approche classique champ-moyen ne s’applique
pas aux processus à plusieurs échelles de temps. Peu d’articles traitent de la limite champ-moyen
pour les dynamiques multi-échelles. Voir par exemple [BMP10, CBLW21, CBM+21].
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Processus d’état

Notons par mN
i (t) le nombre d’emplacements disponibles, V N

i (t) le nombre de clients de type 1 et
XN
i (t) le nombre de clients de type 2 à un nœud donné i pour i = 1, ..., N au temps t. Rappelons,

pour i = 1 . . . N et pour t > 0, la relation suivante

mN
i (t) + V N

i (t) +XN
i (t) = cN.

Le processus (mN (t), V N (t)) = ((mN
i (t), V N

i (t)), 1 6 i 6 N) est un processus de Markov sur
l’espace d’état

SN =
{

(mi, vi)16i6N ∈ N2N ,mi + vi 6 cN,
N∑
k=1

vk 6MN

}

avec des transitions qui modifient l’état d’un nœud à la fois. Par exemple, pour le nœud i, on a

(mi, vi)→


(mi + 1, vi) au taux β(cN −mi − vi)
(mi − 1, vi + 1) au taux 1{mi>0}µ(MN −

∑N
l=1 vl)/N

(mi + 1, vi − 1) au taux λ1{vi>0}

(mi − 1, vi) au taux αN1{mi>0}.

Equations différentielles stochastiques

Le processus ((mN
i (t), V N

i (t)), 1 6 i 6 N) peut être vu comme solution des équations différentielles
stochastiques suivantes

dmN
i (t) =1{V Ni (t−)>0}N

i
λ(dt) +

∞∑
j=1

1{j6CN−mNi (t−)−V Ni (t−)}N
i,j
β (dt)

−

 ∞∑
j=1

1{j6M−∑N

l=1 V
N
l

(t−),mNi (t−)>0}N̄
j
µ(dt, {i}) + 1{mNi (t−)>0}N

i
αN (dt)


dV N

i (t) =
∞∑
j=1

1{j6M−∑N

l=1 V
N
l

(t−),mNi (t−)>0}N̄
j
µ(dt, {i})− 1{V Ni (t−)>0}N

i
λ(dt).

où (N i
λ), (N i

αN ) et (N i,j
β ) sont des suites de processus de Poisson indépendants sur R+ avec les

intensités respectives λdt, αNdt et βdt, N̄ j
µ est une suite de processus de Poisson indépendants

sur R2
+ d’intensité µdt⊗ U , avec U la distribution uniforme sur {1, ..., N}. Ainsi, N̄ j

µ(·, {i}) est un
processus de Poisson sur R+ d’intensité µdt/N .

Processus de mesure empirique

Considérons le processus mesure empirique (ΛN (t)) associé à (mN
i (t), V N

i (t), 1 6 i 6 N), pour f
fonction à support fini sur N2 et t > 0, défini par

ΛN (t)(f) = 1
N

N∑
i=1

f(mN
i (t), V N

i (t)).

La première étape est d’écrire les équations d’évolution du processus (f(mN
i (t), V N

i (t)), 1 6 i 6 N).
Il serait alors utile d’introduire les notations suivantes, pour (m, v) et (i, j) ∈ N2,

∆i,j(f)(m, v) = f(m+ i, v + j)− f(m, v) (3.1)
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et d’opter pour une réécriture intégrale du processus de mesure empirique ΛN (t)(f) comme suit

ΛN (t)(f) = 1
N

N∑
i=1

f(mN
i (t), V N

i (t)) =
∫
N2
f(m, v)ΛN (t)(dm, dv)

à l’aide de la mesure de probabilités sur N2

ΛN (t) = 1
N

N∑
i=1

δ(mNi (t),V Ni (t)).

On obtient alors l’équation d’évolution fonctionnelle pour le processus de mesure empirique

ΛN (t)(f) = ΛN (0)(f) (3.2)

+ λ

∫ t

0

∫
N2

∆(1,−1)(f)(m, v)1{v>0}ΛN (s)(dm, dv)ds

+ µ

∫ t

0

(
M

N
−
∫
N2
vΛN (s)(dm, dv)

)∫
N2

∆(−1,1)(f)(m, v)1{m>0}ΛN (s)(dm, dv)ds

+ βcN

∫ t

0

∫
N2

∆(1,0)(f))(m, v)ΛN (s)(dm, dv)ds− β
∫ t

0

∫
N2

(m+ v)∆(1,0)(f)(m, v)ΛN (s)(dm, dv)ds

+ αN

∫ t

0

∫
N2

∆(−1,0)(f)(m, v)1{m>0})ΛN (s)(dm, dv)ds+ 1
N

N∑
i=1

MN
i,f (t)

où, pour i = 1, ..., N , le terme martingale (MN
i,f (t)), de carré intégrable, est explicite.

Deux régimes, deux échelles de temps

Notre objectif est d’étudier le comportement du processus d’état à l’aide de l’équation d’évolution
du processus de mesure empirique fonctionnelle. Dans l’équation (3.2), certains termes contiennent
l’indicatrice du processus rapide (mN (t)). Intuitivement, cette indicatrice 1{mNi (t)>0} lorsqueN devient
grand se comporte comme la probabilité stationnaire que le nombre d’emplacements disponibles soit
différent de 0. C’est le principe de la moyennisation stochastique. Il existe donc deux régimes en
fonction de cette probabilité : lorsqu’elle est égale à 1, on parle de régime sur-critique et, dans le cas
contraire, de régime sous-critique.

— Régime sur-critique. Quand la charge αN/β dépasse la capacité cN , ou encore α/β > c, le
système est surchargé et il y a alors quelques emplacements disponibles.

— Régime sous-critique. Si α/β < c, le système est sous-chargé et le nombre d’emplacements
disponibles est alors autour de (c− α /β)N .

Nous nous focalisons sur le régime sur-critique, plus intéressant techniquement mais aussi d’un point
de vue applicatif (l’autopartage aurait-il un impact négatif sur la congestion en cas de fort trafic ?).
Les processus (mN (t)) et (V N (t)) n’évoluent pas à la même vitesse en raison de la différence des
ordres de grandeur de leurs taux respectifs. Le processus (mN (t)) est rapide puisque ses taux sont
d’ordre N alors que le processus (V N (t)) est lent avec des taux d’ordre 1. Pour saisir le comportement
stationnaire du processus lent (V N (t)), le système est analysé à différentes échelles de temps.

L’échelle accélérée t 7→ Nt

C’est l’échelle qui s’avère être la plus intéressante pour étudier le comportement limite du système
puisqu’elle capture à la fois son comportement à grande échelle et à long terme. Intuitivement, elle est
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naturelle car, en accélérant le temps, elle permet de saisir le comportement stationnaire du processus
lent (V N (t)). Ainsi, si la valeur initiale du processus (V N

i (t)) est d’ordre 1, c’est à dire que

lim
N→+∞

V N
i (0) = vi ∈ R,

on obtient que les processus (V N
i (t)) et (mN

i (t)) à l’échelle Nt sont négligeables devant N . Afin de
préciser leur limite, définissons d’abord un outil adapté à l’étude de la convergence, dans un certain
sens, des processus multi-échelles, la mesure d’occupation.
Définition 3.3.1 (Mesure d’occupation)

Soit g une fonction boorélenne positive à support compact dans R+×N2, la mesure d’occupation
µN est définie par

〈µN , g〉 = 1
N

N∑
i=1

∫
R+
g(u,mN

i (Nu), V N
i (Nu))du. (3.3)

La présence inhabituelle du processus lent (V N
i (Nt)) du nombre de clients de type 1 dans la mesure

d’occupation nous permet de capturer la distribution conjointe limite du nombre d’emplacements
disponibles et des clients de type 1. Cette distribution conjointe est le produit de deux géométriques
dont les paramètres sont explicites. Le théorème suivant établit la comportement limite du système
dans le cas sur-critique.
Théorème 3.3.2 (Convergence des mesures d’occupation)

Rappelons l’hypothèse limN→∞M/N = s. Si βc < α, la suite des mesures d’occupations (µN )
sur l’espace d’état R+ × N2 définies par l’equation (3.3) est tendue pour la convergence en
distribution. Toute valeur d’adhérence µ∞ satisfait

〈µ∞, g〉 =
∫
R+

E[g(u,X1, X2)]du (3.4)

où g est une fonction à support fini dans R+ × N2, X1 et X2 désignent des variables aléatoires
indépendantes suivant des lois géométriques sur N, de paramètres respectifs βc/α et ρ donné par

ρ = A+ s+ 1−
√

(A+ s+ 1)2 − 4sA
2A (3.5)

avec A = λα/(µβc).

La preuve de ce résultat suit [Kur92] et se base sur plusieurs lemmes intermédiaires, notamment
relatifs à la tension de la suite des mesures d’occupations (µN ) et à la caractérisation donnée par
(3.4) de toute valeur d’adhérence. Une étape clé de la preuve se fait en "jouant" avec l’équation
d’évolution fonctionnelle (3.2), à l’échelle Nt, du processus de mesure empirique stochastique en
normalisant une fois par N et une autre par N2 avant de passer à la limite en faisant tendre N
vers l’infini. Je la présente ici formellement. Considérons une fonction test g qui ne dépend pas de
la première composante, c’est-à-dire que g(u,m, v) = f(m, v), on peut réécrire, avec un abus de
notations, la mesure d’occupation sous la forme suivante

〈µN , f〉 = 1
N

N∑
i=1

∫ t

0
f(mi(Nu), Vi(Nu))du =

∫ t

0
ΛN (f)(Nu)du.
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Considérons le cas où f(m, v) = h(m)k(v), en normalisant par N2, l’équation (3.2) devient, quand
N tend vers l’infini

0 =
∫ t

0

∫
N2
k(v) (βC∆1(h)(m) + α∆−1(h)(m)1m>0)πu(dm, dv)du

pour t > 0, avec des notations similaires à l’équation (3.1), ∆i(h)(x) = h(x+ i)− h(x), pour x et i
deux entiers naturels. Ainsi, pour tout t > 0, on a∫

N2
k(v)

(
βc∆1(h)(m) + α∆−1(h)(m)1{m>0}

)
πt(dm, dv) = 0

qui peut être réécrit, pour tout t > 0,∫
N2
k(v)Ω(h)(m)πt(dm, dv) = 0

où, pour h : N→ R+,

Ω(h)(m) = βc∆1(h)(m) + α∆−1(h)(m)1{m>0}.

Notons par πt(dm|v) la loi conditionnelle de m sachant v, et par π2,t(dv) la loi marginale de v. Alors∫
N

Ω(h)(m)πt(dm|v) = 0

π2,t(dv) presque sûrement pour toute fonction h à support fini dans N. Il suffit alors de voir que Ω
est le générateur infinitésimal d’une file M/M/1 avec taux d’arrivée βc et taux de service α avec
βc < α. Par conséquence, πt(dm|v) est une loi géométrique de paramètre βc/α pour tout v > 0.
Autrement dit ∫

N
1{m>0}πt(dm|dv) = 1− π1,t(0) = βc

α
. (3.6)

D’une manière similaire, et avec une fonction test g telle que g(u,m, v) = k(v), l’équation (3.2),
normalisée par N , devient, quand N →∞, pour tout t > 0,

0 =
∫
N

(
λ∆−1(k)(v)1v>0 + µ

(
s−

∫
N
v π2,u(dv)

)
∆1(k)(v)βC

α

)
π2,t(dv). (3.7)

Dans le membre de droite de l’équation (3.7) apparaît le générateur infinitésimal d’un processus de
vie et de mort avec comme taux de mortalité λ et taux de vie

µβc

α

(
s−

∫
N
v π2,t(dv)

)
.

La loi marginale π2,t(v) est alors une loi géométrique de paramètre

ρ = µ

λ

βc

α

(
s−

∫
N
v π2,t(dv)

)
.

Connaissant l’expression explicite de
∫
N v π2,t(dv) en fonction de ρ, l’équation précédente peut être

réécrite comme une équation de point fixe en ρ dont la résolution est explicite

ρ = µ

λ

βC

α

(
s− ρ

1− ρ

)
.
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L’échelle normale t 7→ t

Dans cette échelle, lorsque la taille du système devient importante, le nombre de clients de type
1 sur chaque site se comporte comme un processus de Markov inhomogène appelé processus de
McKean–Vlasov. La proposition 3 de [FMRT25] donne l’existence et l’unicité d’un tel processus,
solution d’un système d’EDS. La preuve utilise un argument de point fixe tout à fait standard. Ce
processus de Markov inhomogène a une belle interprétation en termes de files d’attente comme
le nombre de clients (L(t)) d’une file M/M/1 avec un taux d’arrivée (βc/α)µ (s− E(L(t))) et
taux de service λ. Dans ce régime sur-critique, l’impact de l’environnement est visible sur le taux
d’arrivée modéré par la probabilité d’acceptation βc/α. Le théorème suivant donne la convergence en
distribution de

(∑N
i=1 V

N
i (t)/N

)
à partir d’un certain ta > 0 vers le processus (L(t)).

Théorème 3.3.3 (Convergence champ-moyen)
Supposons βc < α, que pour tout 1 6 i 6 N , limN→∞ V

N
i (0)/N = 0 et que supimN

i (0) 6 aN .
Alors, il existe ta > 0 fini tel que, partant de ta, le processus (‖V N (t)‖/N) :=

(∑N
i=1 V

N
i (t)/N

)
converge en distribution vers un processus (L(t)) identifié au nombre de clients dans une file
M/M/1 avec taux d’arrivée (βc/α)µ (s− E(L(t))) et taux de service λ.

3.4 Retour vers le free-floating
La motivation de cette étude étant les systèmes d’autopartage sans stations physiques, appelés

free-floating, il est alors naturel de vouloir tenir compte de la réservation de la voiture par l’usager
avant d’effectuer son trajet. Techniquement, ceci revient à modifier les dynamiques du modèle en
ajoutant un temps de réservation suivant une loi exponentielle de paramètre ν. Le processus décrivant
l’état des N pseudo-stations devient alors

((mN
i (t), V N

i (t), RNi (t)), 1 6 i 6 N)

où mN
i (t) est le nombre de places de parking disponibles, V N

i (t) le nombre des voitures partagées
disponibles et RNi (t) le nombre des voitures partagées réservées à la pseudo-station i pour i = 1, ..., N
à l’instant t, le nombre des voitures privées XN

i (t) dans une pseudo-station i donnée étant alors
déduit grâce à la conservation de masse

mN
i (t) + V N

i (t) +RNi (t) +XN
i (t) = cN.

Comportement limite du système

Pour ce modèle étendu, la même transition de phase est observée lorsque βc = α indépendamment
des paramètres des voitures partagées. Ainsi, il existe deux régimes.

– Le régime de forte charge : Lorsque c < α/β, le taux d’arrivée αN des voitures privées dépasse
le taux d’achèvement du stationnement βcN . Par conséquent, il y a une probabilité positive
que les voitures partagées ne puissent pas être garées dans la zone de destination et doivent
être garées dans une autre zone. Cette probabilité, appelée probabilité de blocage, est un
indicateur de l’inconfort ressenti par l’usager en cas de saturation.

– Le régime de faible charge : Lorsque c > α/β, les voitures particulières occupent grosso modo
une proportion (α/β)N < cN des places de parking avec une fluctuation d’ordre

√
N . Cela

permet aux voitures partagées d’être garées à tout moment puisque leur nombre est d’ordre 1.
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Quand le système est en surcharge, l’analyse multi-échelle de ce modèle étendu nous fournit deux
résultats similaires à ceux obtenus plus haut sans la réservation.
Théorème 3.4.1 (Comportement du système à l’échelle accélérée)

Si βc < α, quand N tend vers +∞ avec limN→∞M/N = s, la suite des mesures d’occupation
(µN ) sur l’espace d’état R+ × N3 definies par l’équation (3.3) est tendue pour la convergence en
distribution. Toute valeur d’adhérence µ∞ satisfait

〈µ∞, g〉 =
∫
R+

E[g(u,X1, X2, X3)]du (3.8)

où g est une fonction à support fini dans R+ × N3, X1, X2 et X3 sont des variables aléatoires
indépendantes avec X1, X2 suivant des lois géométriques sur N de paramètres respectifs βc/α et
ρ alors que X3 suit une loi de Poisson de paramètre ρλ/ν, où ρ est donné par l’équation (3.5) où

A = λ

(
α

βC
+ 1
ν

)
. (3.9)

Le théorème 3.4.1 dit que, dans un certain sens, quand le système est en surcharge, le nombre de zones
sans places de parking disponibles se comporte comme une distribution géométrique de paramètre
βc/α, celui des voitures partagées disponibles comme une distribution géométrique de paramètre ρ et
celui des voitures partagées réservées comme une distribution de Poisson de paramètre ρλ/ν et ce
pour N grand. Ainsi, l’usager d’une voiture partagée est confronté, avec une probabilité non nulle
1 − βc/α > 0, à la possibilité de ne pas trouver de place de parking disponible et donc de devoir
chercher une place dans une autre zone. Contrairement au cas d’un système d’autopartage basé sur
des stations physiques, cette probabilité de blocage ne dépend que de l’environnement, c’est-à-dire
des paramètres des voitures particulières α et β et du paramètre de la zone urbaine c. L’opérateur ne
peut donc pas agir sur cette probabilité.
Pour l’échelle normale t 7→ t, le résultat suivant est une extension immédiate du Théorème 3.3.3.
Théorème 3.4.2 (Comportement du système à l’échelle normale)

Si βc<α et supimN
i (0) 6 aN , alors il existe ta > 0 tel que, pour i fixé,

(
(V N
i (t), RNi (t))/N, t > ta

)
converge en distribution quand N tend vers +∞ vers le processus inhomogène (V (t), R(t)) du
nombre de clients dans un tandem de deux files d’attente (voir Figure 3.1) avec

— la première file a un serveur avec taux d’arrivée (βc/α)µ (s− E (V (t) +R(t))) à l’instant
t et taux de service λ,

— et la deuxième a une infinité de serveurs avec taux de service ν.

Il est alors immédiat d’obtenir que ce processus de Markov inhomogène a une unique mesure invariante
caractérisant ainsi son comportement à long terme. C’est le but du résultat suivant.
Proposition 3.4.3 (Mesure stationnaire de (V (t), R(t)))

Le processus (V (t), R(t)) admet une unique mesure invariante de la forme

Geo(ρ)⊗ Poisson
(
λρ

ν

)
(3.10)

où ρ est donné par l’équation (3.5) avec

A = λ

(
α

βC
+ 1
ν

)
.
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Figure 3.1 – Dynamique du processus limite (V (t), R(t)) en tant que tandem de deux files
d’attente. La première file est une file M/M/1, la seconde une file M/M/∞.

Cette mesure invariante est celle de (X2, X3) donné par le Théorème 3.4.1.

Le problème du dimensionnement

Rappelons que la proportion limite de pseudo-stations sans place de parking disponible est donnée
par 1− βc/α > 0, et donc ne dépend pas des paramètres des voitures partagées. L’opérateur ne peut
donc pas agir sur cette proportion. Par contre, il peut agir sur la proportion de zones sans voitures
partagées disponibles. Ceci est développé dans le résultat suivant.

Corollaire 3.4.4 (Dimensionnement)
Quand le système est en surcharge, la proportion limite P0 = P(X2 = 0) de zones sans voitures
partagées disponibles, donnée par

P0 = 1− ρ (3.11)

est une fonction croissante de s, avec ρ donné par l’équation (3.5) et A défini par (3.9).

Le corollaire 3.4.4 signifie que plus l’opérateur augmente le nombre de voitures partagées par pseudo-
station, plus le système est performant, puisque la proportion de pseudo-stations sans voitures
partagées disponibles diminue. Toutefois, ce résultat est limité par l’hypothèse selon laquelle le nombre
de voitures partagées par pseudo-station est négligeable (de l’ordre de 1) par rapport au nombre de
voitures particulières par pseudo-station (de l’ordre de N). Cette hypothèse est réaliste, étant donné
l’ordre de grandeur du nombre de voitures privées par rapport à la taille de la flotte d’un système
d’autopartage dans une ville.
Il est significatif que notre étude théorique puisse prouver que, même si l’opérateur double la taille de
la flotte, par exemple, la probabilité de saturer l’espace public ne varie pas, puisqu’elle ne dépend pas
des paramètres des voitures partagées. De plus, en augmentant la taille de la flotte, l’opérateur réduit
la probabilité que l’usager ne trouve pas de voiture partagée disponible.
Il est aussi à noter que cette propriété de monotonie donnée par le corollaire 3.4.4 diffère de la
forme en U de la courbe de performance (voir la Figure 2.5 par exemple), c’est à dire la courbe
paramétrique ρ 7→ (s(ρ), π(ρ)) exprimant la proportion de stations problématiques en fonction du
ratio de dimensionnement s. L’effet de la capacité finie des pseudo-stations n’est pas visible pour les
voitures partagées en free-floating.
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3.5 Pour aller plus loin : routage pour une politique incitative

Nous venons de voir que l’opérateur n’a pas la main sur la probabilité pour qu’un usager trouve
une place de parking disponible, il ne peut agir que sur la probabilité de trouver une voiture partagée
disponible. Et pourtant, une constatation est faite par l’opérateur : même en augmentant la taille de
la flotte, l’usager se plaint souvent de ne pas trouver de voiture partagée disponible. Pour répondre
à cette problématique, une piste est la mise en place par l’opérateur d’une politique incitative afin
que l’usager dépose à la fin de son trajet la voiture partagée dans une pseudo-station où il y a peu
de voitures partagées disponibles. La nouveauté vient alors du mécanisme de routage qui n’est plus
uniforme entre les pseudo-stations. Ainsi, la politique de routage dépend de l’état et, plus précisément,
elle donne la priorité aux pseudo-stations où il y a peu ou pas de voitures partagées plutôt qu’aux
pseudo-stations où il y en a davantage. Deux choix pour le mécanisme de routage sont analysés. Ils
conduisent à deux limites champ-moyen différentes pour le système.

Le modèle

Reprenons le modèle free-floating présenté en section 3.2 où seul le choix de la destination est modifié
comme suit : à la fin du trajet, le client de type 1 choisit le prochain nœud à visiter, disons le nœud
j, non pas uniformément, mais selon la probabilité Pj(v) = p(vj)/

∑N
l=1 p(vl). S’il ne trouve pas

de place disponible au nœud j, il commence un nouveau trajet dont la durée a une distribution
exponentielle de même paramètre µ et choisit ensuite une destination k parmi les N nœuds selon la
probabilité Pk(v) avec le même procédé. Cette opération est répétée jusqu’à ce que le client de type
1 trouve un nœud de destination avec une place disponible. Les poids (p(v)) sont pour le moment
assez quelconques. En utilisant une approche champ-moyen similaire à ce qui précède, on obtient la
loi marginale π2 du nombre de voitures partagées disponibles dans une pseudo-station donnée. En
effet, pour k ∈ N+, on a

π2(k) = π2(0)
(
µ

λ

βc

α

s−
∫
N v π2(dv)∫

N p(v) π2(dv)

)k k∏
i=1

p(i− 1).

Reste alors à tester quelques politiques de routage.

Deux mécanismes de routage

Ci-dessous deux choix de poids où la loi marginale π2 du nombre de voitures partagées disponibles
dans une pseudo-station donnée est explicite donc simple à manipuler. Ce sont des modèles "jouets"
permettant à l’opérateur d’ajuster l’incitation qu’il veut mettre en place pour avantager, au moment
du choix de la destination, les pseudo-stations en pénurie de voitures partagées, et donc favoriser une
meilleure dispersion de la flotte sur l’ensemble de la zone de service.

Première politique

Considérons comme poids p(k) = 1/(k + 1) où k désigne le nombre de voitures partagées disponibles
dans la pseudo-station en question. Le nombre de voitures partagées, à l’équilibre, a alors la distribution
suivante. Pour k ∈ N,

π2(k) = π2(0)
(
µ

λ

βc

α

s−
∫
N v π2(dv)∫

N
1
v+1 π2(dv)

)k 1
k!
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où on reconnaît une distribution de Poisson de paramètre

ρ := µ

λ

βc

α

s−
∫
N v π2(dv)∫

N
1
v+1 π2(dv)

. (3.12)

Ainsi, en réécrivant le terme de droite de (3.12) en terme de ρ, on obtient l’équation de point fixe qui
suit pour ρ > 0 avec A = µβc/(λα),

1− e−ρ +Aρ = As.

Seconde politique

Considérons un autre mécanisme de routage où le poids pr(k) dépend d’un certain paramètre r ∈ N∗.
Pour tout k ∈ N,

p(k) = k + r

k + 1 = 1 + r − 1
k + 1

Le terme (r− 1)/(k+ 1) reflète un certain découragement des usagers à rejoindre une pseudo-station
donnée, inversement proportionnel au nombre de voitures partagées disponibles dans cette pseudo-
station. Le paramètre r exprime le niveau d’incitation que l’opérateur propose aux usagers. Lorsque
r = 1, il n’y a pas d’incitation, le choix de destination est uniforme entre les nœuds et on retrouve le
modèle initial. Le niveau d’incitation augmente avec r. À l’équilibre, la loi marginale π2 du nombre de
voitures partagées à une pseudo-station donnée est telle que, pour k ∈ N,

π2(k) = π2(0)
(
µ

λ

βc

α

s−
∫
N v π2(dv)∫

N
1
v+1 π2(dv)

)k (k + r − 1)!
k!(r − 1)! .

On reconnaît alors une binomiale négative de paramètres r et ρ avec

ρ := µ

λ

βc

α

s−
∫
N v π2(dv)∫

N
1
v+1 π2(dv)

.

En réécrivant le membre de droite de (3.5) en termes de ρ, on obtient l’équation de point fixe qui
suit. Pour ρ ∈ (0, 1] avec A = µβc/(λα), on a

(1− ρ)r+1 + ρ(1−As−Ar) = 1−As.

Performance

Pour l’opérateur, le seul indicateur de performance est la proportion de zones sans voitures partagées
disponibles, appelée aussi probabilité de défaillance. Dans notre modélisation, elle est approchée par
π2(0) la probabilité stationnaire d’absence de voitures partagées dans une pseudo-station donnée.
Ainsi, en se donnant un seuil, disons ε, pour cette probabilité de défaillance, on peut calculer la taille
minimale de la flotte s telle que π2(0) ≤ ε. Ce problème peut être résolu explicitement pour les
deux mécanismes de routage ci-dessus, le paramètre ρ est obtenu numériquement comme solution
d’équation de point fixe.
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Chapitre 4

Retour vers les structures discrètes :
l’arbre exponentiellement préférentiel

Collaborations avec Rafik Aguech, Hosam Mahmoud, Toshio Nakata et Zhou Yang
L’arbre récursif est une structure hiérarchique classique. Des dizaines d’articles de recherche ont

été consacrés au seul modèle uniforme, et nombre d’entre eux sont recensés dans [SM95]. Aujourd’hui,
l’arbre récursif uniforme est un classique des structures aléatoires [Drm09, FK16, HM18]. Il est utilisé
comme modèle dans de nombreuses applications telles que les systèmes pyramidaux [GB84] et la
philologie [NH82]. D’autres applications ont suscité l’intérêt pour les modèles non uniformes dans
lesquels l’insertion de nouveaux nœuds se fait de manière préférentielle en fonction d’un certain critère.
Le premier de ces modèles préférentiels est un schéma de probabilités dans lequel les nœuds de degrés
supérieurs sont favorisés [Szy87]. D’autres idées préférentielles sont basées sur l’âge [HM18, LM20]
par exemple ou sur des poids de type puissance associés aux nœuds [LM22].
Dans [AMMY25], nous proposons un nouveau modèle préférentiel paramétré par une base (ou radix),
un réel positif noté a. Dans ce modèle exponentiel, l’affinité d’un nœud est la base élevée à son
étiquette. Ainsi, si la base est inférieure à 1, les nœuds qui apparaissent en premier (plus anciens
dans l’arbre) ont un pouvoir d’attraction plus important que les nœuds plus récents. On observe ce
phénomène dans la croissance des réseaux, où les nœuds les plus anciens ont plus de chances de
croître que les plus jeunes.

4.1 Le modèle
On considère un arbre récursif où un nœud i à l’instant n − 1 recrute avec une probabilité

proportionnelle à ai, avec a une constante réelle positive. Si on note par An,i l’évènement que le
nœud i recrute le nœud portant l’étiquette n + 1 quand l’arbre a déjà n nœuds (l’arbre est d’age
n− 1), on obtient que

P(An,i) = ai∑n
j=1 a

j
=


1
n

si a = 1,

(a− 1) ai−1

an − 1 sinon.

Un tel arbre sera appelé arbre exponentiellement préférentiel avec base a. Quand a = 1, on retrouve
le cas particulier de l’arbre récursif uniforme largement étudié [BFS92, Drm09, HM18, FK16, SM95].
La Figure 4.1 illustre les six arbres exponentiellement préférentiels de taille 4 avec comme base
a = 1/2. Les valeurs au-dessus des arbres sont leurs probabilités. Notez la forte probabilité attribuée
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à l’arbre le plus "touffu" à l’extrême droite. Dans le modèle uniforme, cet arbre n’a qu’une probabilité
de 1/6.

1
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21
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Figure 4.1 – Arbres exponentiellement préférentiels de taille 4 et base a = 1/2 avec leurs
probabilités respectives.

Pour comprendre comment on obtient ces probabilités, je détaille ici le calcul d’un des arbres obtenus,
le deuxième à partir de la gauche (dont la probabilité est 2/21). Au départ, nous avons un nœud
racine étiqueté 1. Avec une probabilité de 1, ce nœud racine recrute le nœud étiqueté 2. Ainsi, l’arbre
ci-dessous apparaît avec probabilité 1. Les nœuds 1 et 2 sont maintenant en compétition pour attirer

1

2

le nœud 3, avec les probabilités suivantes (1/2)1

(1/2)1+(1/2)2 = 2/3 et (1/2)2

(1/2)1+(1/2)2 = 1/3. L’arbre

1

2

3

émerge avec probabilité 1 × 1/3. Les nœuds étiquetés 1, 2 et 3 sont maintenant en compéti-
tion pour attirer le nœud étiqueté 4, avec des probabilités respectives, (1/2)1

(1/2)1+(1/2)2+(1/2)3 = 4/7,
(1/2)2

(1/2)1+(1/2)2+(1/2)3 = 2/7, et (1/2)3

(1/2)1+(1/2)2+(1/2)3 = 1/7. Par conséquent, si le nœud étiqueté 2
est celui qui recrute, nous obtenons le deuxième arbre partant de gauche dans la Figure 4.1 avec
la probabilité 1 × 1/3 × 2/7 = 2/21. Cet exemple illustre la nature dynamique de la probabilité
d’attraction au nœud i. Alors que ai est un nombre fixe, l’affinité du nœud i évolue avec l’arbre.
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4.2 Différents régimes

Intuitivement, on s’attend à une dichotomie relative à a, avec différents comportement de l’arbre,
selon que a < 1 ou a > 1 et une transition de phase à a = 1. En effet, si 0 < a < 1, alors les nœuds
précoces sont les plus attractifs. Le cas a > 1 correspond au cas où les nœuds tardifs le sont.
Afin de visualiser ces différents régimes, on génère aléatoirement des arbres exponentiellement
préférentiels de taille 100 avec différentes bases a = 1/2, 1 ou 2. On obtient la Figure 4.2 où la racine
de chaque arbre est représentée par une étoile rouge. On appellera le régime 0 < a < 1 sous-critique,
le régime a = 1 uniforme et celui a > 1 sur-critique.

Figure 4.2 – Arbres de taille 100 générés aléatoirement : sous-critique (haut à gauche) avec
a = 1/2, uniforme (haut à droite) avec a = 1, sur-critique (en bas) avec a = 2.

On remarque tout de suite que dans l’arbre sous-critique (celui en haut à gauche de la Figure 4.2),
les nœuds sont regroupés près de la racine, ce qui en fait une structure d’arbuste. Dans l’arbre uniforme
(en haut à droite de la Figure 4.2), les nœuds sont dispersés, tandis que dans l’arbre sur-critique (en
bas de la Figure 4.2), de nombreux nœuds entraînent l’arbre vers des altitudes plus élevées, ce qui en
fait un arbre grand et maigre, avec des branches courtes jaillissant d’un tronc principal mince.
Pour étudier ces différents régimes, on considère le degré sortant ∆n,i du nœud i dans un arbre de
taille n. Le degré sortant d’un nœud i augmente quand il recrute un autre nœud et on obtient la
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représentation suivante

∆n,i =
n−1∑
k=i

1Ak,i . (4.1)

Le cas uniforme a = 1 étant bien étudié, je ne présente ici que les deux autres régimes, sous-critique
(a < 1) et sur-critique (a > 1). À partir de l’équation (4.1), on établit l’expression exacte de la
moyenne

E[∆n,i] =
n−1∑
k=i

P(1Ak,i = 1) =
n−1∑
k=i

(a− 1) ai−1

ak − 1 , (4.2)

pour a 6= 1. Quand n tend vers l’infini, on obtient les équivalents asymptomatiques suivants.
Proposition 4.2.1

Soit ∆n,i le degré sortant d’un nœud i dans un arbre exponentiellement préférentiel de taille n et
de base 0 < a < 1. Pour n assez grand, on a

E[∆n,i] = (1− a) ai−1 (n− i) +O(ai).

Si a > 1, alors deux cas sont à distinguer selon la relation entre i et n et on obtient pour n assez
grand deux phases :

E[∆n,i] =
{

(a− 1) ai−1c
(1)
i (a) +O

( 1
an−i

)
si i est fixé,

1− 1
an−i

+O
( 1
ai

)
si n ≥ i→∞

où

c
(1)
i (a) =

∞∑
k=i

1
ak − 1 .

Pour obtenir la variance de ∆n,i, partons toujours de (4.1) où les indicatrices 1An,i , pour n ≥ 1 fixé,
sont indépendantes. On obtient alors que

Var[∆n,i] = Var
[ n−1∑
k=i

1Ak,i
]

=
n−1∑
k=i

Var[1Ak,i ].

Des arguments combinatoires nous permettent d’établir un comportement asymptotique similaire à
celui de la moyenne.
Proposition 4.2.2

Soit ∆n,i le degré sortant du nœud i dans un arbre exponentiellement préférentiel de taille n et
base 0 < a < 1. On a

Var[∆n,i] = (1− a) ai−1(1− (1− a) ai−1)(n− i) +O(ai).

Si a > 1, alors deux cas sont à distinguer selon la relation entre i et n et on obtient pour n assez
grand deux phases :

Var[∆n,i] =

(a− 1) ai−1c
(1)
i (a)− (a− 1)2 a2i−2c

(2)
i (a) +O

( 1
an−i

)
, si i est fixé,

2
a+1 −

1
an−i

+ a−1
(a+1)a2n−2i +O

( 1
ai

)
, si n ≥ i→∞
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où

c
(2)
i (a) =

∞∑
k=i

1
(ak − 1)2 .

On peut alors en déduire un premier résultat relatif à la distribution de ∆n,i.

Corollaire 4.2.3
Dans le régime sous-critique (0 < a < 1), si (n− i)ai →∞, quand n tend vers l’infini, alors on
obtient que

∆n,i

(n− i) ai
P−→ 1− a

a
.

4.3 Différentes phases pour chaque régime

Quand on regarde de plus près, pour n large, la distribution du degré sortant ∆n,i pour un nœud
i, la relation entre i et n s’avère intrigante et fait apparaître différents comportements au sein d’un
même régime : comportement gaussien, approximation poissonienne avec un phénomène d’oscillation
ou convergence (en probabilités ou presque sûre). Le théorème de Barbour et Holst [BH84] permet
d’obtenir des approximations de Poisson.

Théorème 4.3.1 (Régime sous-critique)
Soit ∆n,i le degré sortant du nœud i dans un arbre exponentiellement préférentiel de taille n et
base 0 < a < 1. Alors, on observe trois phases :

(a) Une première phase, que nous appelons précoce où 1 ≤ i ≤ blog 1
a
nc−g(n) quand n→∞

avec g une fonction positive à valeurs dans N allant vers l’infini, telle que g(n) = o(lnn).
On obtient alors que

∆n,i − 1−a
a ai n√

ai n

L−→ N
(
0, 1− a

a

)
.

(b) Une seconde phase, appelée intermédiaire, où i = blog 1
a
nc+ c pour c ∈ Z, on a

dTV

(
∆n,i, Poisson

(1− a
a

a
c−{log 1

a
n}))→ 0,

où {x} désigne la partie fractionnaire d’un réel x définie par {x} = x− bxc.
(c) La dernière phase, appelée tardive, où i = blog 1

a
nc+ h(n) avec h une fonction positive,

non constante, à valeurs dans N allant vers l’infini telle h(n) = O
(
n − blog 1

a
nc
)
. On

obtient alors que
∆n,i

P−→ 0.

Le cas critique (a = 1) est similaire à celui sous-critique en terme de comportement de l’arbre pour
n grand. En effet on obtient trois phases : comportement gaussien, approximation poissonnienne
et limite nulle. Pour ce cas classique, je renvois vers [Kar93, MS93]. Bien qu’il présente aussi trois
phases, le régime sur-critique se distingue en terme de comportement limite. Les calculs et arguments
combinatoires sont plus compliqués à manipuler.
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Théorème 4.3.2 (Régime sur-critique)
Pour le régime sur-critique (a > 1), trois phases apparaissent :

(a) Une phase précoce où i est fixé, on obtient quand n → ∞, que ∆n,i
p.s.−→ ∆∗i , et pour

k ≥ 1, la variable aléatoire limite a pour distribution

P(∆∗i = k) = (a− 1)ka(i−1)k lim
n→∞

(( n−1∏
`=i

1
a` − 1

) ∑
i≤j1<j2<···<jk≤n−1

×
∏

i≤m≤n−1
m 6∈{j1,...,jk}

(
(am − 1)− (a− 1)ai−1

))
.

(b) Une phase intermédiaire où 1 ≤ i = n− b(n) avec b une fonction allant vers l’infini, telle
que n− b(n)→ +∞ aussi. On obtient alors que

P(∆n,n−b(n) = k) = (a− 1)ka(n−b(n)−1)k
( n−1∏
`=i

1
a` − 1

)
×

∑
n−b(n)≤j1<j2<···<jk≤n−1

∏
i≤m≤n−1

m 6∈{j1,...,jk}

(
(am − 1)− (a− 1)an−b(n)−1).

(c) Une phase tardive où 1 ≤ i = n− c, pour c ∈ N. On obtient alors que ∆n,n−c
p.s.−→ ∆?

c ,
où ∆?

c a pour distribution

P(∆?
c = k) = (a− 1)k

ac(c+1)/2

∑
1≤r1<r2<···<rk≤c

∏
1≤s≤c

s 6∈{r1,...,rk}

(as − a+ 1).

Rappelons que i est l’étiquette d’un nœud donné, il sera toujours considéré comme un entier naturel.
Il faut aussi remarquer que les mots précoce, intermédiaire et tardif n’ont pas la même signification
selon les différents régimes.

4.4 Quelques remarques et pistes futures

Deux exemples illustratifs

Ci-dessous deux exemples du régime sur-critique avec a = 2.
– La phase intermédiaire : L’expression exacte de la distribution du degré sortant d’un nœud
i pour le régime sur-critique dans sa phase intermédiaire (Théorème 4.3.2 (b))), est peu
pratique, mais elle peut être utilisée pour calculer la probabilité pour un petit k, par exemple,
qu’un nœud intermédiaire soit une feuille (k = 0) ou apporter une information sur la structure
asymptotique de l’arbre. Considérons l’exemple d’un nœud intermédiaire i = n− blnnc. Dans
ce cas, b(n) est donnée par blnnc. Pour k = 0, l’ensemble {j1, . . . , j0} est vide donc il ne
reste qu’un seul produit sur la totalité de l’ensemble {n− h(n), . . . , n− 1}. On obtient alors
que

P
(
∆n,n−blnnc = 0

)
= 1∏n−1

r=n−blnnc(2r − 1)

n−1∏
m=n−blnnc

(
2m − 1− 2n−blnnc−1).

Pour n = 1000, cette probabilité est d’environ 0.2933.
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– Les nœuds les plus tardifs se taillent la part du lion : Considérons un arbre de taille n assez
grand. Le degré sortant du nœud n est 0, car il n’a pas encore pu recruter d’autres nœuds.
Le nœud n − 1, dont l’étiquette est la deuxième plus élevée de l’arbre, ne peut recruter
que le nœud n avec la probabilité 2n−1(2 − 1)/(2n − 1) → 1/2. Ainsi, le degré sortant de
l’avant-dernier nœud est asymptotiquement distribué comme une loi de Bernoulli de paramètre
1/2.
Le nœud n− 2 a deux possibilités de recrutement et donc une distribution asymptotique sur
{0, 1, 2} de moyenne 1/4, et ainsi de suite. Selon le Théorème 4.3.2 (c), on a

P(∆?
n,n−2 = k)→ P(∆?

2 = k) = 1
23

∑
1≤r1<r2<···<rk≤2

∏
1≤s≤2

s 6∈{r1,...,rk}

(2s − 1),

pour k = 0, 1, 2. Pour k = 0, l’ensemble {r1, r2, . . . , r0} est vide, et on obtient

P(∆?
2 = 0) = 1

8
∏

1≤s≤2
s 6∈φ

(2s − 1) = 1× 3
8 = 3

8 .

De plus, on a
P(∆?

2 = 1) = 1
8

∑
1≤k1≤2

∏
1≤s≤2
s 6∈{k1}

(2s − 1) = 3 + 1
8 = 4

8 .

Et donc P(∆?
2 = 2) = 1 − P(∆?

2 = 0) − P(∆?
2 = 1) = 1/8. Pour résumer, on obtient la

distribution limite suivante

∆?
2 =


0, avec probabilité 3/8;
1, avec probabilité 4/8;
2, avec probabilité 1/8.

Remarques et travaux en cours
Remarque 4.4.1

Dans les Théorèmes 4.3.1 et 4.3.2, nous avons discuté des phases où la croissance de i vers
n est systématique. Cependant, il n’y a pas de limite à la bizarrerie de la suite i = i(n). Par
exemple, i(n) peut être une suite alternant entre deux (ou plusieurs valeurs), comme la suite
i(n) = 5 + (−1)n, dans laquelle le degré sortant du noeud i ne converge pas. Pire encore, i(n)
peut ne pas avoir de structure du tout.

Pour généraliser le modèle d’arbre exponentiellement préférentiel où l’attractivité d’un nœud i est
proportionnelle à ai, on se propose de considérer une suite de poids plus générale. Nakata et Mahmoud
considèrent dans [NM24] un modèle assez général, dans lequel les poids suivent une suite arbitraire
statique ai de nombres réels positifs. Ils appellent (ai) la suite d’affinité et considèrent ai comme
l’affinité du nœud i après son apparition dans l’arbre. Pour n > 2, notons par An,i l’événement que le
nœud i recrute le nœud n (lorsque la taille de l’arbre est n− 1). Les affinités sont transformées en
probabilités en normalisant par sn :=

∑n
i=1 ai. Ainsi,

P(An,i) = ai
sn−1

pour i = 1, . . . , n− 1.

Le modèle analysé dans [NM24] représente une classe entière d’arbres récursifs avec des affinités
générales. Il s’agit d’un modèle préférentiel statique où la suite (ai) est fixée à l’instant i et reste la

61



même pendant toute la durée de vie de l’arbre contrairement à une version dynamique où l’affinité
du nœud i est une fonction à la fois de i et de n. Il est intéressant de considérer des affinités de la
forme an,i dont un exemple est le modèle d’âge avec des affinités an,i = n − i. Ce modèle paraît
assez naturel puisque les nœuds avec des étiquettes plus petites (donc des nœuds plus anciens dans
l’arbre) ont des probabilités de recrutement plus élevées. Une telle affinité dynamique tient compte de
l’expérience. Dans un travail en cours [AMMN25], on considère des affinités dynamiques de la forme

an,i = αn+ βi pour i = 1, . . . , n− 1, α et β étant deux constantes.

Dans ce travail, nous élargissons notre étude à d’autres propriétés de l’arbre, telles que le degré
maximal, la profondeur des nœuds et la longueur totale de chemin.
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